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INTEGRATION 

DKS Equations simultanees 

aux ijerivees partielles 
du premier ordre d une secle fonction, 

Pah M. collet, 



Li2 probll'iiie tie I'intejjiulioii d'uiiti OquHtion aiix dt'iiviJes partielles 
itu premier orJre a ele resolu geiu'nilemeut par (^aucliy (') el Jacubi. 
i'.e dernier, consideraiil d'aliord la queslion projiosee comme iiii cas 
parliculier du probleme de Pfafr("), Uii a applique la melhode dt- 
resolution relative a cc dernier probleme, en d^montrant loutefois 
((u'il suffit alors d'integrer Ic premier des n systemes d'equalions qui 
se presenlent dans le cas general ('"). Plus tard, Jacobi a donne, 
d'abord pour le cas de quaire variables ('"*), puis ensuite pour le cas 



(•) Caucht, Exercicvi d'Jiialjse el /le P/iysi'/iie mitlhcmati^ite, t. II. 
(") Vrnst, Menmires de Berlin, i8t4. — J*i:oBI, Journal de Cre/le, t. 11. 
; •" ) Jacobi, Journal de Crelie, t. XVII, 

(■**■) f'or/csiingen fiir DxHiimik, 



jjeneiJil {'). line melliode qui se prelc laciiemenl k I'inltigralion d'un 
svslL'iiic d'equations au\ derivees parlielies du premier ordre d'une 
ineme fonclion, probleme qui se presente dans diPTerenles Uieories 
tnatliematiques, en particulier dans ta leclierclic des inlegrales liiter- 
mediaires des equations aux derivees parlielies du second ordre (" ) 
et dans la reclierclie du facleur integrant des expressions diiferentielles 
du premier ordre. 11 y a plus, la melhode memo de Jacobi, pour I'inle- 
gralion d'unc seule cqualion, exige la cunsidcralion do systi-mes suc- 
eessifs d'equalions lioeaires aux derivees parlielies, el donl il faul 
trouver une solution commune. Cetto solution s'ublient, cu i'gard a la 
I'orme des equations, en appliquant un theorcme de Jacobi qui est 
['analogue de cehii etabli par Bour dans son Mimoire stir l' inlegralion 
des etfualions de la Dynamigue ('"), oil il I'emploic pour la Fim- 
piificalioii du probienie. au nioyen des solutions parliculieres anlr- 
rieLircniciit determinees. On peul il'ailieiirs etendre a des equations 
bDiiiogencs quelconques, satisfaisant toulefois aux conditions d'inte- 
grabilile, la melliode de Jaeolii relative aux systemes auxiliaires. en 
dirigeanl les calculs de fagon a olilenir la solution complMe du sy.sieine 
coMsidere : c'est ce qu'a fait Boole ("") qui, abordant directenienl la 
qucslioii, est arrive a des resullals confurmcs ii ceux qui resultent de 
la melliode de Jacobi. Quant su probleme dc rinlegralion des eqiia- 
lions simultanees quebonqucs, il a cte considere pour la premiere f'ois 
par Bour dans son Memoire sur V integration des equations differenlielks. 



[') jViji'U metliodii.* pm imrgmlhiir [Journal tie Ciellt, I. LX). 

(") AKPfeRE, Menioirp sur l'int4gralii>n (Journal <lc V Rente Pttlylrili, 
{'") SOVK. M^itriirex drx Saiwitx elrangert, iSSIj. 

{"") (i. Boole, P/ii/o<n/i/iirn/ Irnn'^/irtmnf, i863. 



PARTIELLKS. 



§ I- 



Emince dft pnihlenu- 



l.e problemL' (|iie nous nous proposons de r^soutlre est le suivaal ; 
litanl donnces les relations 

/■=-■ /.-° /-=" 

entre une fonction V, les variables q,, gj. ■ . ■, g„ dont elle depend el les 
derivees de V par rapport a ces mimes variables, troiiver I' expression de \ 
en fonction de g,, g-i g„ qui satis/ail aiix equations proposees. 

Nous supposerons loujours, dans la suile, que les equalions pro- 
posees ne renft'rmenl pas la fonction chereliee; dans le cas conlvairc, 
on ta ferait disparnilrc par un cliaiigenient de variable, en posani 



U =.-. iv, 



dV 
'di' 



V, 



dq, dqi 

U elanl la oouvcllc fonction clierchee el / une riouvelle variable inde- 
pendanlc. 

Si nous cotisidei'ons iHiiintenaoL que les valeurs des deiivees par- 
tielles/»i,/ij,,.., /J„ de la fonction V, prises respeclivemcnt par rapport 
a q,, g.,,..., q„, tout en satisfaisant aux equations proposees, devronl 
aussi elre lellea que I'expression p,dq, + padg^-h . ..-t~p„dq„ soil la 
differentielle tolale rfV, nous en conclurons que le problfeme propost' 
pent encore s'enoncer comme il suit : 

Ktanl donnees m relations 

/.= o, /, = " /.-o 

entre les variables q,, q^ q„ el les derivees parlielles correspondantes />,, 

p.j p„ de la fonction V, trouver entre les mimes quantites n — m aufrcs 

relations qui. jointes aux premieres, permetlenl de determiner pour p,. 
p,, . . . , p„ dt's valeurs en fonction de q,, g^, . . . , g„ gut rendent I'ct- 
pressionp, dq , + . . . -h p„ dq„ nne differentielle exacle. La fonction V sera 
donnee par l' integration de cette expression. 

I.a tiietliode que nous allons exposer pour Ic cas dc m equations 
comprend le cas parliculier de Tinlegration d'une seule equation. 

Annalri icienlifiquci dr I'tcule H'ormah iiiprrifitrc. Tome \'ll. 2 



INTEGRATION DES EQI'ATIONS SIMtlLTANKES 



SII. 



Des relations qui expriinent que p,dq, 
est itne differentielle exacte. 



-pMn 



L'expression p,dq,+ . ..-h p„dq„ sera une differenlielle exacte si, 
()Our (leu xquelconq lies />,-et/), des quantiles/?|,/)j,..../j„,on a la relaliun 



(^;) 



m 



les pareuliii'ses indiquant ties deriveps totales. 

SupposonB que/),' et/J* soienl exppiraes en lonrlion tie 9,, 9,,,.., q„ 
et d'un certain nombre des quantitesp,, /)3, ...,/>„: soienl /)v, /j^, .. . 
cclles de res dernitres quantiles qui enlient dans/), ou/j*: la condi- 
lion (■] devient alors, en develuppant. 



dii, dinXdqij 



/.'ilI'Ipi'' 

^'dpAdqit 






dpAdqJ 



■Ipi/dp,] 



ou l>ien, au moyen lies cundilions analogues ii ta precedente (1), 



(1) 






•^Pi(<ip,\ 

dp,\dq,l 



dp. 



dp, \dq,j 



dpAdqJ 

Nous ailons inaintenant prouver que, dans celle egalite, ainsi que 
ilans loules ses analogues, on.peut remplacer les derivees lolales qui 
y entrent par les derivees parlielles correspondanles. 

On a. en eO'el, d'une inaniere generale. 



(3) 



(ff.) 



-1^ 






oil a doit preudre successivenienl les valeurs des indices des quantites /j 
qui entpent dans t'expressioti de />,„ ; si m =r i ou i, « prend successive- 
ment les valeurs)., fA, . . . Au moyen de la formule (3), oil m prend de.s 
valeurs conveiiables, I'egallte (2) devient la suivante : 



(4) 



rf"/* L^i'dp^' (?(/./ ^.' tip,.- Z^,^itp\ilq,>j 
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oil a', eomme «, duit prendre toutes les Vi^leurs X, p Si alois on 

reunit ilans iin menie mcmbre les deux sonimes doubles en permiitiin! 
les indii'es v el «' de rune d'elles. on aura I'expression suivnnle : 



\ \ '!l!i '^pl{('!P'\ 



i'^.p^ 



m 



qui et>t identiqiiemcnl nulk-: done rcgit]ltc(4) se r^duit a l;i suivanlc : 
(5) ^ _ f^' +V {^iPi - iPl ^\ — „ 

Pour eUlilir celle forniule, un n'a pas cxplieilcmcnt suppose qui- 
I'expression de/Jj, rcnfermat p,, n'\ que ccHe de/>/ pill conlenir/)*; niais 
il est clair que les raisoniicmcnls precedents subsislcnt ronipltt lenient 
dans ccttc bypotlicse, el, par suite, que la formule (5) est encoro ap- 
plicable. Diius le developpenient de cette formule, il ne faiit pas oublier 
que les valcurs successives que prend k sonl eelles des indices des dif- 
ferentes variables /j entrant cx'plicitenieiU dans/),- o\\ pk, el que les \a- 
leurs de a repondaiit a /),- nc sunt pas necessairement les niemes que 
eelles qui sont relatives a/**; d'oii il resulle que a ne doit pas prendre 
la valeur k dans la sornine > -;- ."' i et qu'il ne doit pas prendre la 



vak'ur / tluiis I'autre soninie > /^ '-f-- 
^. dp. dq, 

d.mi' 


La formule (5) de\ 


dq, dpi dq, d/n dq\ dqt 


dpi dpi dp, ilpt 
dpi tiqi, dp. dqi 



ct si />A contient/*, sans que/), eontieniie/^,;, on aura alors plus siin[ile- 
men I 



dq, dp, dq, dp,. dq\ 



dq. 



dp. 3q^, 



En somnie, il resulle de ce qui precede que les relations {5j devronl 
etre salisfaites par les valeurs de />, el de pj,, quelle que soil la forme 
sous laquelle elles se presentent ; que ces valeurs soienl deduilcs des 
equations proposees, et alors les relations (5) donnent naissance ii des 
conditions qui doivenl etre salisfailes par les equations proposees; ou 
bien ([u'clles soieut fournies par rintegration, el alors les equations 



L 



I 3 IHTliGRATlOII DES EQDATIOHS SIHULTAHEES 

(■(insulcrees pourront precisemenl sei'vir a la determiniiliuii de/;,, si, 
par exemple, /)* est suppose coddu. En un mol, Ics formuirs dont la 
I'elntion (5) est le type soiit la base ile toute la ttieorle cle ritilegi'ation 
(Ics equations aux derivecs parlielles simullances du premier ordre. 

La forniulc (5) peut revelir d'autres formes dont la considi-ration ist 
necessaire pour ce qui suit. 

Pour les obtenir, supposons d'abord que/>, soil foui-ni par unc L'(|ua- 
lion do la forme suivantc : 



f.{pi,p^^p^, 



,q.,g„ 



.,?»)- 



Oj etaat une constanle determinee ou arbitratre, cl Pa pouvatil entier 
dans la fonetion/; /** sera, d'apres ce!a, une fonclion de/i). />|j.,. ... en 
memc tomps que des variables y,, ^j,..-, y„. En derivant Ics deux 
membres de I'egalite precedente successivement par rapport a q,„ e( 
ii p,„, on deduira des equations obtenues les valeurs suivantps ; 





<lf, 




df. 


dp. 


dq. 


dp. 


dp. 


rf,. 


df/ 


dp. 


dfi 




dp, 




dp. 



ct, si nous substituoiis ces valeurs dans la formule (5). 
m des valeurs convenables, on en obtiendra la formule 



{8) 



t-l.i''^^- 



\3q, dp. 



dp, dqj 



qui est equivalente a la precedente (5), et qui, par consequent, peut 
la remplacer pour I'inlegralion. Les remarqucs cnoncees precedem- 
ment an sujei des valeurs successives de a sont d'ailleurs applicables 
dans le cas actuel, aussi bien que dans le cas precedent. 

Si nous supposons maintenant que p^ soil donne a son tour par une 
equation telle que/, -~ a^, on pourra, par un calcul aoiilogue au pre- 
cedent, transformer la formule (8) et lui donner la forme snivanle : 

\ dqt dpi, dqi dpi dq\ dp% dq^. dp^ 

'^' \ _dj^dj^_dj\df^_df,dj\ _^df^_ ^^^ 

\ dqt dpi dq, dpi ifq, dp, dq^ dp^ 



Anx DEBIVEES PABTIELLES. 

Si nous posoris 

!">) '■''■'''-AW.*- •'?■*•/ 

lYqualiuii (9j s'ecrira siinplemenl 

(") (///0 = o. 

Telle esl la Iroisieme forme des relations deduites de la condition que 
rex|)ression /^, rfy, h- . . . -i-/)„rf^„ soil une differenlielle cxacle. 

ha formule {i i) pouvail eire etaljlie directement en demon trant qui-, 
si I' expression p,dq, + pidq.. + . . . -^ p„d/f„ est une differentielle exacle. 
deux quelconques, fi, f^, des /onctions qui sont les premiers membres des 
equations, il'ou les valeuis des /j,. />j. -..,/'„ sont deduiles, salis/ontala 
condition (//») = o. 

Soient les deux equations/ = a;, /i — «*; si on les derive par rap- 
port :i q^. qu'on relranclic les resiiltals apres les avoir multiplies res- 

pectivL-menl par '■'-■• -.^ , el enfin qu'on prcnne la somme des resultai 



otitenus en donnant a a les valours 



■3, '^,..., n, on aura I'egalitr 



y M/; ^ _ df, d^\ V y \df. dfi i(ip^\ _dfidf^ /dpAi 

Zd^\dq,dp^ dq^dpj Zj.Zdfldp^dp,\dq^) dp^dp^\dqj ]' 

oil ^, comme a, doit prendre successivoment loutcs tes valei 

a n. Mais si, dans la dcuxieme partie dii second membre, 

pcrmutons les indices a et /3. cc second membre pourra s'ecrirc 

L,Z}dp.dp^l\dqJ \dqj\' 
el cclle quantite sera idenliquement nulle si rcxpression 

l>.ifq,+...-^p„dq„ 

est line differentielle exacte. Dans ce cas, les fonctions/^,_/i du 
done, ainsi que nous I'avons annonce, salisfaire ii la condilion 



Z^. \dq, dp, dq, dpt) 



Dans Ics raisonneiiienU precedents, on a suppose que la function 
ilicrcliee V n'enlrait pas dans les ftinctions/,/*; si le conlraire avail 
lieu, on serait conduit, par un catcul analogue, a dcs conditions dont 
la lormule est la suivunte : 

Partant de ia. on pourrait, en raisonnant comme nous le feron!< avec 
les relations (8) et [i i), composer une melliode cotnplele d'integralion 
oil Ton ne siipposerail pas que la fonction elieicln'-c filt absente des 
equations proposees. Nous nous bornerons a cette siuipic indication 
et reviendrons imniediatemeni a la question, telle que nous ravon» 
posee. 

De tout ce qui prefjide, il resulle que, si Ic sysleme des it equations 
tUstinctes, 

/r-ff...... /— n , /»=a,,..., f„^a„, 

%„ sont des corislanles delerminees ou arhilraires, esl lei que 
e p,, pi,.. . . p„ ga'on en diduil rcndeni V expression 

{(3) j,,(/g, + . , .-hp„dg, 

lint- dij/ercntiet/e e.taclr, les relations (5), (8), (i i) seroni satisfaites pour 
loutes les valeurs des indices i et k. 

La reciproque de cetle proposition est vraic, c'esl-a-dire que, si les 
relations (5), oh (8j, ou f i i) sunt satisfaites en vertu des equations {»), 
r expression {/3) sera une differentiellc exacle qiiand on y remplacera 
p p„ par les valeurs dMuites dcs equations [a). 

Demontrons cetic reciproque pour les relations (i t) en parliculier, 
el supposons, en consequence, que, pour deux quelconqucs, /■■/*, des 
t'onctions /,,/,,... ,/„, on ait 



{^) 



ou a,, 
les vai 



{fj') = 



^. \ dq, dp, dq^ 



•I p. I 



il ntul [irouver que I on u 






vZ) 
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En eilet, il'apres oe qui precede, nous avons 

cc qui peut eucore s'ecrire, en expliciUnt lous ]es lermcs repondnnl u 
une combinaison a, ^, tltis nombrcs i, 2. . . ., n, 

'■" '^^'=II(|it-tl)[(t)-(l;)]- 



n{n 



-0 , 



Dans le second membre dc cette ejjalile. nous avons — - — ~ termes; 
d'ailleurs, en attribuant a i et i toules les valours qui donnent des 

rosultals dislincls, nous aurons aussi equations qui permel- 

Iront (le determiner les valeurs des quantiles telles que la suivante : 



(13) 



(I-;) 



^ 



en fonclion des CNpressions a analogues ii (fift). Je dis que ces equa- 
tions donneront pour les quanlili's cherchees (i3) des valeurs delermi/ie'es 
qui seront des fonctions Uneaires el /lomoge'ncs des expressions telles que 

(A/.)- 

11 suint (le nioiilrer, |»our cela, que le delerminanl lies equations (12) 
n'ost pas mil; et je ills, irailleurs, qu'il u'est pas aulre que le suivaiil : 






.'■ft] 



que Ton ?itil elre dilTtTciil de zero, si les fonclions f,*fit ■■•</» sont 
dislincles, coninie on le suppose ("). 

Cberebons, on effel, la valeur de la quanlile (i!3) fournie par les 
equations (la); et, dans ce but, ordonnons le determinanl A suivant 
les pt'oduits des tcriues des ligucs lioriitontales dont les rangs sont 
iniliques par les indices k el i : on aura 



JLi- Ld} \"p. dpf lip, dp, ! 



[') Jacobi, Dc ilrlrrminnntibn^ fiinrtioiwlibii!'. 





t6 IMTiGIlATlOM DES EQUATtOWS StUrnr.TABEES 

Oil deaignanl par tfi j le delerminant mineur resutlant du propose par 
la suppression des colonnes vcrLicales dont les rangs sont indiquiis par 
les indices inferieurs o. ct /3, et par la suppression des lignes liorizon- 
lales de rangs k et i. Mullipliant mainlenanl tes deux membres de 
I'equalion (la) parJi;., et ajoulant menibre a menibre les equations 
obtenues en donnaul a i ct A les valeurs repondant aux diverscs cout- 
binaisons des nombres de la suite i, a, . • . , n pris deux a deux, si Ton 
remarquc que I'on a identiquement 






on aura pour resultat 



4(^)-(fe)]=-'*'^^'' 



vc qui demonlre ce que nous avions avance. Par consequent, si les 
ronetions/,,/^.. . .,/„ soul telles que, pour deux quelconques d'entre 
ciles, //,/,, on ait la condition satisfaite (/;/*) = o, comnie A est neces- 
sairement different de zero par bypotbese, nous en conclurons que 



im 



\dql) 



et, par consequent, que rexpression p,(/q,+ .. . -\- p„dq„ est une dif- 
ft'rcntielle exacte, ce qui demontre !a proposition enoneee. 



Hemarqui 
equations 

('4) 



/. — Dans ce qui precede, on pourrail remplaccr ie; 



/ = 



/.- 



-■ f..^ 



par n autres equations equivalentes aux precedenles, el qu'on en 
(Icduirait en les combinanl rntre elles d'une manibic quelconque. 
Soient 



;'5) 



F, ^o. F,-o,. 



crs nouvelles equations dont les premiers membres cuntiennent une 
on plusieurs const an tes a,, a^.. . ., a„. 11 est evident que, si les con- 
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slaiUes soDt reellement consid^rees comme telles, deux quclcouques, 
F/, F^, des fonclions F,, Fa, . . . , F;, satisferont encore a la condition 

(i6j (F,F*) = o; 

il y a plus, en prenant unc fonction dans chacun des systenies (r4) 
et (i5), je dis qu*on aura aussi 

\'7) (F//*j = o; 

car, de deux clioses Tune : ou bien les equations F|= o et/A — a^^ o 
isont distinctes, ou bien elles rentrent Tune dans Tautre. Dans Ic pre- 
mier cas, la relation (17) est evidenle; dans le second, elle ne Test pas 
moins, puisque, F, elant alors une fonction de/^— «a, on a 

et que le second niembre de cette egalite est identiquenient nul. 

Je dis maintenant que les relations (16) et (17) ont encore lieu quand 
on considere les constantes comme des fonctions d^finies par les equa- 
tions (i4). 

Si, en effet, nous enfermons entre crochets les expressions dans 
lesquelles cette bypolhese est introduile, on aura, d'aprfes un theoreme 
connu, 

[(F,F,)] = (F,F0-^2.[(F,/.)]gH-2,[(/,F0]g4-2.Zp(/,/0^^ 

Mais, d'apres le meme theoreme, on a aussi 

^F 

[(F,/.)J = (F,/.)4-2,(/,/.)^'; 

done, enfin, on a bien, en vertu des conditions (i 1), (16), (17), 

[(F,Fi)] = o. 

On verrait de m^me que Ton a aussi 

Remeirque II. — Consid^rons deux fonctions quelconques (f ei ^ ren- 
fermaot n variables ind^pendaotes 94,..., 9/i et les derivees d'une fonc- 

AtmaUs scientifiques de VKcole Normale supdrieure. Tome VH. 3 



i 
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lion par rapport ^ ces mSmes variables, et proposons-nous de chcrclier 
:e que devieDt Texpression {(f^) quand on change les variables don- 
nees en un nombre egal d'autres a?, , a?2, ...fXn liees aux premieres par 
des relations determinees, quelconques d'ailleurs. 

Soit u la fonclion,/>,,/>2,. . ., p„ ses derivees prises respeetivement 
par rapport a ^i, ^2* • • • » ^/i» ^t enfin <^m <^2»« • • » ^« ses derivees prises 
par rapport aux nouvelles variables 0?,, a?2,. ..» ^,1; on aura, dans Tune 
on Tautre hypothese, 

du=: ptdq^-hptdqi-h, . .-\- p^dqn, 
et 

du = Vt dxi H- Vi dx, -h . . . 4- i'n dxn* 

Les seconds membres doivent devenir identiques quand on exprime 
les p ei q en fonction des a?,, JC2, . . . , a?;,, ou les i^ et a? en fonction des 
7o <72f • • • 9 gn- Nous aurons ainsi 

(.8) ''=^'P'±, ^^ P'=^'''-d^,' 

de meme, en derivant la fonction (p dans Tune ou Tautre hypothese, 
on aura 

d<^ d(p dxi dm dx„ dc^ dvi d(p dv„ 

rf^, dx, dqi ' * ' dxn dqi dvx dqt ' ' * di'„ dqt 

d(f (/<p dv, d(p dvn 

dpi ' dvi dpi dvn dpi 

La fonction ij/ donnerait des resultats analogues. On aura alors 

^^^^ Zji\dqidpi dqidpij 

~ZiiZdkZjk' dqi dpi \dxk dvK» dxk dvy^ 

\ \ \ d^k dvki I rfcp di^ d^ dj \ 
ZdiZdkZdk' dqi dpi \di'k dw dvkdvvj^ 

celle dernicre partie pouvant d'ailleurs s'ecrire de la fagon suivante : 

V^ V' V^ d<p d^ idvk dvk* dvy 'dvk\ 
Zdi 2Lk Zdv dvk dvk' \dqi dpi dqt dpi) 
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Comme dans chacune des sommes triples precedentes, on peul com- 
mencer par les sommations relatives a Tindice t, nous nous proposerons 
d*abord de calculer les deux sommes suivantes : 

^ dxk dvk' V* (dvk dvkf dvv dvk\ 

Zii dqi dpi Zdi\dqi dpi dqt dpi) 

Pour la premiere, de Tidentite 

liPidqi = liVidxi, 

on deduira la suivante : 



''^'^X^!''^" 



d*ou Ton aura les equations 



(-9) ^ 



dxk dvk 

= 0, 



dqh dpi 



k- n 



dont la premiere en donne n — i, quand on atlribue successivement a 
h les valeurs r , 2, . . . , n, i etant excepte. Nous obtenons done ainsi un 
systeme de n equations, et nous aurons n systemes semblables en don- 
nant a i successivement les valeurs i, 2, . . . , n. Si Ton multiplie main- 
tenant Tune quelconque des equations du systeme precedent par j-*» 

et qu'on fasse la somme des resultats obtenus en donnant a i les valeurs 
successives r , 2, . . ., ti; si Ton opere de meme pour toutes les equations 
du systeme precedent, et que Ton pose, en general, 



1 



dxk dvy ^ «t V ^-^^ ^^'^ .^u 



a dqi dpi ' ^idqt dpi 

on aura n equations qui seront donnees par la formula suivante : 



k:=n 

* = X If 



3. 
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en allribuant a i successivement les valeurs i , 2, . .., ai. Comme ie (Je- 
terininant de ce systeme dc n equations ne pent etrc nul, Ics fonc^ 
tions x^y X2,..., Xn ctant supposees distinctes, on en deduira 

ou, en d'aiUres ternies, 






et 



> -1 7— = I, pour i\^=-i\. 



dqi dp 



La premiere partie de Texpression i^if) transformee se reduira done 
a la suivante : 



^j^ / d^ d^ d^ d(^\ 
^\dxk dvi dxk dvk) 



Oecupons-nous maintenant de la seconde partie. 

Si nous representons par le symbole (A, A') la quantite\ ^ ^-—-i 

la quantite a calculer se represeptera par I'expression [kk') — {k'k). Le 
calcul de celte expression est base sur la resolution du systeme de 
n equations que Ton obtient en donnant a h, dans la formule suivante, 

successivement les valeurs i, 2,..., ai. La valeur de Tune des incon- 
nues Ma sera de la forme 

^k = y Cu M/i, 

les quantites telles que Caa pouvant d'ailleurs se determiner immedia- 
tement par cette simple remarque, que le systeme (21) deviendrait 
identique au systeme fourni par les formules (19) et (20) si toutes les 
quantites M/, s'annulaient, a Texception de M/qui devrait alors devenir 
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egal a Tunile; d'oii il resulte que Ca/4= ^» el, par suite, que Ton a 



h = n 



(•22) "*^\ 



dph 

fi-i 



M,. 



Ceci pose, si nous considerons les valeurs de/>/, el depi donnees par 
la formule (i8), en les diflerentiant respectivemenl par rapporl a ^/et 
9a> puis egalant leurs valeurs, on aura Tequalion 



V' cfxt dvk V^ dxk dvi 

Zj dqk dqt '^ Zd^i dqu' 

A-=t A = I 



qui en donne n quand on atlribue a h successivemenl les valeurs i, 
2, . . . , w. Si nous posons, en general, 



~"<Zrf* dq, dqk 



on obliendra un systeme analogue au sysleme (21), et qui se resoudra, 
par consequent, par rapplicalion de la formule (22). On obtiendra 
ainsi, pour une valeur quelconque de h, 

dvk V^ dxy 






el, comme en donnant a i successivemenl les valeurs 1, 2,..., /i, on 
oblient encore un sysleme analogue au systfeme (21), on en deduira, 
par une nouvelle application de la formule (22), {kk') = {k'k); done 
la scconde parlie de Texpression {(f^) est idenliquement nulle, el, par 
suite, nous pouvons conclure que, par le changement des variables y,, 
?2^ . • . » ?/i <lans les suivantes x^ , o^j, . ... , cc^, Texpression 






se ebange dans la suivanle : 

?Y ~^Zdk \dxk di^k dxk dvi) ' 

qui a exaclement la meme forme que la premiere. 
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tj ril. — Des conditio/ts que doivent satisfaiie les etfuations 
proposees pour ad/nettre une solution comin/inp. 

Soil propose d'integrer le systfcme suivant de m equations : 



(S3) 



/.=«.. 



/.= 



, f„, designanl des fonctions quelcunques de p,, p^, ... , p,„ 
f/,, r/.,.. . ,//„: le probleme ne sera possible qu'aulanl que les fonclions 
ronsiderees satisferonl a des conditions doDl la deterniiDalion rcsulle 
(le fc qui precede. On a, en effct, deinontre que, si Ton delermine »u 
moyen d'un systcme de n equations de ta forme 



des \aleurs dfis/i,, p.^. 



line differenliclle exacle. les fonetions /,, /, 
deux a des conditions de la forme 



. , p„ qui rendent I'expression 



(^4) 



(//.) = o; 



et, comme la reciproque de cette propusilioii a egalement ete etablie, 
nous sommes en droit de conclure, relativenient aux equations f a'i), 
qu'iY est necessaire. et sufjisanl, pour que le sysfe'nie conside're admeUe une 

solution commune, gue deux tjuelconques des fonclions J,, /j /,„ 

satisfassenl a la condition {il^). 

La foniiule (a/|) donne done — ^ ^^ conditions qui doivent etre 

satisfaites soit IdenliquemeDt, soiten vertu des equations donnees (23), 
soil cnfin en etablissanl de nouvelles relations entre lesquantiles/^,,.... 
p,„ q,, . .., q„. Ainsi done, dans ce dernier cas, qui est celui oil deux 
quelconques des fonctions donnees ne salisfont pas a la condition ( 2/j ), 
il u'en faut pas conclure que le probleme soit sans solution; mais, 
posanl I'expression (/I/*) egale a une nouvelle fonctionyA. on devra 
iiiljoindre I'equation [/, — <> aux Equations proposees (235, dont le 
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iiumbre sera ^insi augmenle d'une unilu. Mais alors la fonction^ ilevra 
aussi, pour que le probleme propose suit possible, satiBfairc sux i^on- 

(lilions (24). en lui adjoignanl success) vemeiil les m fonctions/,,/, 

/,„. Si, (le nouveau, pour Tuno Je ces dernieres en combiiiaison avecy,,, 
on n'a pas (//^)=o, on operera conime precedemmenl, en posant 
ififk) = fi,', et joiRuant I'equation/i'^ oaux precedentes. On operera 
ainsi successivemenl jusqu'a ee que Ton soil parvenu a un sjslerm; 

d'equations dislincles/, = o,...,/„ — o f„- = o, lelles que, pour 

deux quelconques d'entre elles, la condition (/■/(] =0 soil satisl'aite. 
Alors, si m"in, le probleme propose est possible, e"esl-a-dire que les 
<'-quations considerees ailniettent une solution commune; mats, si 

m'^n. le probleme est impossible, car, en eliminant /?, ./^^ p„ 

entrc les m' equations precedentes. on aurait pour resultat m'— n re- 
lations enlre les variables q , q„, ce qui ne pent arriver, puisque 

ees variables sont supposees independanles. On voit done que Ton 
pourra arreter les ealculs precedents quaud on aura n equations, et si 
jilors elles ne satisfont pas loutes aux conditions cnoncees, le problems 
est reellement impossible. 

Si niainlenant on rechercbe la veritable si^nltiealion de la marcbe 
que nous venons d'indiquer, on voit qu'elle consisle a etablir a cbaqiie 
condition non satlsfaite iinc nouvelle relation finie, c'est-a-dire librc 
de loute conslante ou fonttion arbitraire, eiitre les quanlites qt,...,q„. 
p,,..,p„. ce qui reslreint la gcncralite du probleme; et on restreint 
ainsi dc proclie en proclie la generallle du probleme propose jusqu'a 
le rendre possible, si cela se peut. On pent done dire que. si les con- 
ditions (24) ne sont pas immediatement saltsfaites, soil identiquemenl, 
soil en verlu des equations p/vposees, le probleme est impossible a rdsoudre 
dans la generalile avec laquelle il est pose; qn'il pent parfois admetire des 
solutions plus particulieres , a la condition toute/ois d'etablir de nomelles 
fvlati'tns entre les variables, ce qui en dimitme la generalite. 

Nous verrons d'ailjeurs dans la suite que I'introduction d'une nou- 
velle equation diminne d'une unite le nombre des conslanlcs arbilraires 
entrant dans la solution complete. 

Quoi qu'il en soil, on voit done que I'on ramcne le probleme, quand 
11 est susceptible de solution, a un autre plus particulier dont les 
equations satisfont toutes aux conditions d'integrabilite, et qui pourra 
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f'Ire resolii dans tnule s» guneralilc : nous n'nuroas done, dans )a 
snile, ([lie ce derniei' cas a considerer. 

^ IV. — Dcs sy.sienics awu/iaires; leur composition 
cl leurs proprietes . 



A|ircs avoir delerniinc les condlllons ()yu doivenl romplir les e<ju;i- 
lions prO|)osees pour qu'elles puissent admettre une solullon toni- 
inunc. nous avons a cherchei' les nouvelles relations qui, jointes aux 
procodentes, pcrniettent de delermiiicr ^oar p,. p^... ., p„ des valcuih 

en Tunction de 17,, y^ q„ telltis, que V cx[ncsy\QO p,dq, + ...-hp„dq„ 

soil une dirferciuidle exacle. Le probltjine qu'on aura a resoudre pour 
la dclcrmination de cliarune des nouvelles reUilions en piirticulicr 
pourra s'enoncer en general de la fa^on siiivanle : 



tStant donnees enire les quan tiles p,, 
•n'va/iles : 



. p,,.q.. 



, les relaiions 



(^51 



/- 



/,-fl.,. 



nlrc les mviiies qii 



tpii sau's/oiU aux conditions (24J, trouvei 
n Olive lie relation 

qui satis/asse aussi a ces m^mes conditions. 

Nous represenlons para,, a.j,...,a„ a,^, des eonstantes arbilraiies, 
a I'exception dcsm premieres, qui sont nulles; el, a propos de ces con- 
.slanles, il imporle de remarqucr que ces nouvelles relations qui vien- 
nent s'adjoindre aux proposees conservent a la question toule sa gene- 
ralile, eu egard a la constante arbltraire que cliacune d'elles introduit 
duns Ic systeme des equations auxquellos elle vient se joindre. 

Ceei pose, nous nous proposons de resoudre le probleine que nous 
venous d'enonter. La I'onclion chercliee_/i_, devra satisfaire a un svs- 
lemc d'equations deduites des lormules (8) ou {1 1)' c" donnant a & 
successiveinent les va leurs 1, 3, . . ., f, et donnant a i la valeur (s + 1). 
On pourrait meme sr servir de la formule (5), et alurs on se propose- 



rait la (lulermiiialion directe f\ep,^, el noii de/,_^,, ce qui, d'ailleurs, 
rcmplirait aussi bicn Ic bul que Ton se propose d'atleiniire. Nous 
ferons acluellemenl usage de la formule (8), et pour cela nous suppo- 
serons que desequalioas (aS) on deduise pour p,,pi„...,p, des valeurs 

en fonclion dcp,+ , p„, g,,gi,..., q,„ el des t'onstantes a,, (i^,..., Oji 

quanl aux equations auxquelles la fonction/,^, devra satisfaire, elli-5 
seronl comprises dans la formule suivanle : 



(*6) 



dQk lu \ilqt. dp. 



dp^df^ 



dpi flf.^A 
dp. dq. I 



oil k [irindia successivement les valeurs i, 2 s. Les tqualions 

ainsi obtenues auront uiie forme speciale qui permellra d'cn deler- 
miner une solution commune. Cliaque fonclion flierchec devra done 
salisfaire a un sysleme d'equations simuhanees, lequel sysleme est dil 
auxiliaire, par opposition au systfeme des equations propos^es qui est 
iVil principal. Si le sysleme principal sc compose de m equations salis- 
faisant aux conditions d'lntegrabilite, n elant le nombre des variables, 
les systemes auxiliaires seront au nombre de « — m, et se composeronl 

successivement de mi + i, m + 2 n equations; ils so deduiront du 

precedent {26), en donnant successivement a s les valeurs »^m-^- 1,.... 
n — I. Tous CCS systemes s'integreront de la meme fa^on, a cause de 
leur forme semblable, que nous appellerons canonique ; et la recherdu; 
d'unc solution particuliere commune aux equations del'un de ces sys- 
temes s'efFectuera au moyen des Iheoremes qui suivent. 

Tb^oh^me I. — Si/,+, = <p est une solution de I'une guelconque des 
equations du systeme (26), en remplagant f,^, par sa valear y dans une 
autre quel.onque des equations du m^nie sysleme, si le resullal de (a sub- 
stitution nest pas identiquement nut ou constant, il sera une nomelle 
solution de la premiere equation considcre'e. 

Ce theoreme est compris dans un autre plus general, et dont I'e- 
nonce suit : 

THEOBfeME II. — Si <f et '^ sonl deuar/onctions depf, Pj,..., fi„, q,,.... 
q„ assujelties a la condition que ton cut (^, 1^) = n, et que I'on considere 

Aimalti icientifinei dc I'F.cale Konnalt iuperieure. Tome VII. 4 
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les deux equations simultanees 

oil f est lafonclion cherchde; si f=-f^ est une solution de la premiere de 
ces equations y par exemple, r expression (ip/, ) risultant de la substitution 
d^f\ a f dans la seconde Equation sera, si elle n^est identiquement nuUe 
ou constante, une nouvelle solution de la premiere Equation, solution qui 
peut d^ailleurs se rSduire a unefonction de la prdcidente. 

La demonstration des theoremes qui precedent est basee sur le 
Icmme suivant : 

Lemme. — 5t /, (fy ^ designent trois fonctions quelconques rfe />, , /?2, . . . , 
Pny ?i»", qny on uuru identiquement 

En efTet, nous avons 



^^^^ Zd^\dqk dp, dq 



d^ d(^ 
A dpk 



et des formules analogues pour (vp/) et (/f). L'indice h de la formule 
precedente etant remplace successivement par i et k, on en deduira 
facilement Tegalite suivante : 

1(?({'/))=V p/y/^^^ ^/y d^ d^f\ d^ld'\ d^f d)f rPf\ 
] -^ Zji,Xd'h\dqi dp^fiPi dp, dp^dfjj dp\dq, dg.dp, dp, d,/^dfjj • 

' df(df CPI^ df r^> \ dff/df fP'^ df fP'lf 



d^/df fP'\f df €P]f \ ^ dff /df fP'J^ df fP^f \| 

dq\dq, dp^dp. dp, dp.dqj dp^ \dfj, dq^dp^ dp, dq^dt/Jj 



On obticndra les developpements de (<p(/?)) etde {/{(f^)) en rempla- 
Qant, dans la formule precedente, les lettres 9, vp, /successivement par 
les suivantes vp,/, 9, puis par/, (p, ^, et les indices A, i par i, ky et en- 
suite par k, h. On peut alors demontrer Tidentite (117) en faisant voir 
que tousles termes en cP/, par exemple, s'entre-detruisenl. Pour arri- 
ver k cette conclusion, il suffit de remarquer que les expressions [(f{^f)) 
et (^(/y)) renferment seules des termes de Tespece consideree; que les 
termes en question entrant dans la premiere de ces deux expressions 
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sent les memes en valeur absolue que ceux qui entrenl dans la seconde; 
et enfin que les signes de ces premiers termes sont respectivement con- 
traires dcs signes des seconds. Cette derniere assertion resulte de cetle 
remarque que, dans Tegalite (28), tout lerine contenant une derivee 
seconde de/est positif si les deux variables par rapport auxquelles on 
derive sont de nieme espece, negatif dans le cas contraire; et que Tin- 
verse a lieu pour les termes en d^f : comme dans la seconde expres- 
sion /prend la place qu'occupe ^ dans la premiere, ce que nous avons 
avance se Irouve pleinement justifie. Ce que nous avons dit pour les 
termes en cP/pouvant se repeter pour les termes en ePcp et en d^^, la 
proposition enoncee est done completement demontree. 

Lc second theoreme ^nonce se deduit immediatement du lemme qui 
precfede. En eiFet, si, comme on le suppose, on a identiquement (9i{/)=o, 
et que/=/i soit une solution de Tequation ((pip) = 0, on aura aussi 
I'identile ((p/,) = o; en consequence, si dans la relation (27) on rem- 
placc/par/,, on aura Tidentite suivante : 

ce qui demontre bien que, dans le cas oii Texpression (vp/i) n'est pas 
identiquement nulle ou constante, elle est une solution de I'equation 
{(pf) = o, ainsi qu'on Favait annoncc. 

Nous allons actuellement demontrer le premier theoreme. Posons, 
pour cela, 

^i et 9, etant deux fonctions des quantites /?,_».,,..., pn et des variables 
?i9*--» g,t9 ^t k^ I deux nombres quelconques de la suite i,..., s, d'ou il 
resulte que les fonctions ^^ et (pi ne contiennent mpi, ni ki; si en outre 
la fonction/ne contient aussi que les quantites/?,^.|,...,/?,„ ^1,..,^/^ 
ce qui est conforme au theoreme en question, on aura, pour Tequalion 
(?/) = o developpee, 

^^ dqk "^ Zd \dqn. dp^ dq^ dqj ^' 

Tequalion {^/) = o conduira a une equation en vp, analogue a la pro- 

4. 
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cedeate, *y 6tant remplace par i; enfin/la condition {(f^) =o devien- 
dra alors 

(30) ^_4?i+ y ('^^_^^\=o. 

aqk dq, jU \clqa dp^ dp^ dq^j 

a— 5-1-1 

Le theoreme II demontre s'applique a Tequalion (29) et k son analogue, 
quelles que soient les fonctions ^^ et <p«, pourvu qu*elles satisfassent a 
la condition exprimee par I'equation (3o); si done on considere pour i(^ 
et (p, les valeurs de/?, et de p^ exprimees en fonction des variables/i,^.! , . . . , 
p,n yi»..> qnf Tequation (29) et celle qui lui est jointe rentrent alors 
dans la formule (1^6), et la condition (3o) devient la condition (5) an- 
terieurement etablie, etqui demontre le premier theoreme enonce. 

Bemarquons en passant que Ton aurait pu supposer, dans tout ce 
qui precede, 

px fonction de /?„ pz,. . -, pny ?i, • • . , ?«, 
Pi » de Pif', Pn* qi9- "9 ^n. 



)) 



^e Ps-h-\y • • • > Pnj q\y • ' 9 ^n» 



alors les equations d'un systeme auxiliaire n*auraient plus le meme 
nombre de termes; mais les tbeoremes precedents seraient encore ap- 
plicables a ces equations, et, pour le d^montrer, il suffirait de repeter 
les raisonnements precedents, en supposant toutefois que ^, contienne/?A 
et (fi9 Pi' Ce que nous dirons sur Tintegration des systemes auxiliaires 
s'appliquera done aussi bien a ce mode de composition qu*a celui que 
nous avons specialement considere. 



§ V. — Integration des systemes auxiliaires. 

• 
Considerons le systeme auxiliaire d^duit de la formule (26) en don- 

nant a k successivement les valeurs i, 2,..., s\ nous avons a chercher 
une solution commune des equations de ce systeme, ce que nous ferons 
en appliquant les tbeoremes precedemment demontres. 

Soity^^.i =9i une solution particuliere de Tune des equations consi- 
derees, de la premiere par exemple; en substituant celte valeur de (p« a 
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la place *\&f,^, dans une autre equation du systoine, la seconde par 
exemple, le resuliat de la subslilulion, s'il n'esl pas nul on conslaiil, 
sera line nouvellc solution de la premiere cqiialion; soil ^, ce resuliat. 



^ 1 '^P' '^V' , 


, flP' 'h' 


dp, dif, 


dp, dtj,, 


<lq, tlq,+, (fp,^, 


itq^ dp. 


dp,^, dq,^, 


dp. dq^ 



Hn operant de nouveau avec ^j. comnie on I'a fait avcc y,, ce qui re- 
vienl a rempiacer, dans I'egalite precedente, f, par ^i, on aura pour re- 
suliat une nouvelle solution f, de la premiere equation, a la condition 
toutefois que 7, ne soil pas nul ou constant. On eontinuera ainsi Ics 
substitutions successives jusqu'a ce que Ton arrive a un resultal ou nul, 
on eoo&lanl, ou fonction des rt^sultats aniericurement oblenus, ainsi quf; 

des variables f J, ^, 9j< qui sontconsiderees eomme constantes dans 

{'equation inlej^ree; el, a defaut Jes deux premieres circunstances, la 
Iroisiiime se presenlcra loujours apres un nombre liniite d'operations, 
puisque le nombre des solutions parliculieres disliuctes de ladite equa- 
tion est lui-meme limlte. Dans le eas d'un resultal nul, la fonction suli- 
slituee est une solution commune des deux equations eonsiderees; nous 
verrons bientot I'usage que I'on ferait d'un resuliat constant; enfm, 
dans le troisieme eas, qui est en realite le cas le plus general, st ©p. est 
un resultal fonction des precedents <p,, ^1...., f^^-, et des variables 
?i.---, g„ uue fouclion quelconque cr de y,, ^i.-.., ^n-i, ?a,.... g, sera 
encore une solution de la premii3rc equation; nous nous proposerons 
de determiner la forme de celtc fonction de fagon qu'elle soil aussi une 
solution de la sccondc equation. La condition a sntisfaire pour cela se 
trouvera en reinplagant_/^_^, par sr dans la scconde equation du sys- 
tiime (2G), ct qui donnera, en tenant compte des valeurs de &,,..., e^, 



(3.) 



dts 
'dq-.' 



dm 






equation dans laquelle^j, y, 9(i_i sont les variables, el y^. une fonc- 
tion connue de ces variables. Soil ^7, (9,, o,,..., 9^._i. g^} une solution 
de celte equation; en posaniy).^! = n,, on aura une solution commune 
des deux premieres equations du systemc auxiliaire considere, el II en 
sera de menie d'une fonction quelconi|ue de a,, des aulres soluiions de. 
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I'equalioQ {'ii) et des variables ?,,.■■■ fi qui sont considcirtics coiiiine 
conslaDtes dans ces deux equations. Dans le cas que nous avons seule- 
iiienlindique, oil la serlcdes fonctions y,, fi,... se termine a une con- 
stanle, on obtlendrait une solution commune en operant comme prece- 
deinment, f^ se trouvant remplace par la conslante en question; mais, 
dans ce cas, on peut airiver beaucoup plus simplement au meme re- 
sultat, enremarquanl que c, = ip,,., — c,^, est une solution commune 
des deux Equations considepees. 

Ayant une solution commune de deux equations du systeme, nous 
allons nous en servir pour Irouver une fonction qui soit a son tour une 
solution commune de trois equations du systeme considere. Pour cela. 
nous snbsliluerons n, k la place de/,M dans la troisieme equation, et 
le r^sultat de la substitution, s'il n'est nul ou constant, sera une oou- 
velle solution commune des deux premieres; et operant alors sur cetto 
troisieme equation comme on I'a fait precedemment sur la seconde, on 
determineraune serie de fonctions c,, n^,. .. H) qui seront des solutions 
rommunes des deux premieres equations, la fonclion uj qui termine la 
scrieetant une t'onrtion de w,, e^,..., ta-)_, et des variables i?,, ^i,-. . '/j, 
a moins qu'etle nc soit nulle ou constante. Si elle etait nulle, s;)._, serail 
une solution commune des trois equations; si elle est constante et egale 
ii Cj, wx_i — c,^, sera cette sidution commune; mais, dans le cas gene- 
ral, on se proposera de satisfaire a la troisieme equation par une fonc- 
tion il-decr,. c:j,...,ra)_i,(7a,..,,9„ cette fonction etantd'ailleurs, quelle 
que soit sa forme, une solution commune des deux premieres equa- 
tions. L'equatioii a laquelle la fonction if doit satisfaire est la sui- 
vante : 



(3a) 



rf(/j (Its, ' ' (fe, 



En operant sur cette equation comme on I'a fait sur la precedente (3i), 
el en continuant de la meme fagon pour les diverses equations du sys- 

leme considere, on obliendra enfin une fonction/+i de q,, q-j q„. 

p,^„ p,-^i p„ (jui sera une solution parliculiere commune de loutes 

les etjuations de ce systeme. Si Ton pose /j+i — o,+i, Oj+i etanl une 
constante arbitraire, et que Ton joignc cette equation a celle que \'»n 
a deja (aS), on obtiendra un systeme de {s + i) equations entre les 
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(|uantites/>i, p2,...> /?«, q fq,n et desquelles on pourra deduire les 

valeurs Aq Pi, p^^-^^^Ps^h en fonclion de/?,^a,...,/?;„ q^.^-^.qn^ valeurs 
qui serviront a la composition du systeme auxiliaire suivant dont de- 
pend la determination de^^^^. En continuant ainsi, on parviendra a un 
systeme de n Equations 

qui seront telles, que les valeurs qu'on en deduira pour/>i,/?29. m/'/i en 
fonction de 9,,..., gr;, et des constantes a;;,+.,,..., a„ rendront I'expres- 
sion /?|rfy, -h . . . -^ Pndqn une differentielle exacte. 

La marclie que nous venons de suivre pourrait etre un peu modifiee, 
suivant la remarque qui termiue le § lY; mais ta modification serait 
plus marquee si Ton partaitdes equations (1 1) au lieu des equations (8) 
dont on s'est servi jusqu'alors. La methode a laquelle on serait conduit 
presenterait sur la precedente Favantage d'eviter les calculs d'elimi- 
nation que celle-ci suppose el qui la rendent parfois impraticable. 

Supposons qu*il s'agisse, par exemple, de la determination de la fonc- 
tiony^H.!, elle devra satisfaire au systeme auxiliaire donne par la for- 
mule suivante : 



i=in 



^^' L\dp, dqi dqi~djir)- ' 

lorsque h prend successivement les valeurs 1, !2,..., ^. 

L* integration de ce systeme resultera alors de I'application du theo- 
reme 11, et la marche a suivre sera analogue a la precedente. 

On pourrait meme generaliser ce qui precede, en supposant les sys- 
lemes auxiliaires composes d*equations rentrant dans les formules (26) 
et (27), et rintegration s'eflectuerait en appliquant tour h tour les iheo- 
r^mes 1 et II. 

Quelle que soit d'ailleurs la marche suivie, on obtiendra finalement 
pour/?,, /?2,...>/^n des valeurs contenant n — m constantes arhitraires, 
et telles que, substituees dans I'expression 

pxdqx -4-. . .-f pndq^f 

elles la rendent une differentielle exacte dont Tintegrale sera la Tone- 
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lion ciieixlice V. Colle inlegrale contieodra n~m-f i constanles ar- 
bitraires, en comptant celle qui s'introduil par simple addition; et nous 
verrnns dans la suite que cette solution, que nous appellerons solution 
complete, peut donner toules les autres par la variation des coustanles. 



; VI. 



n, 



cmar {/!<<■. 



Avant (ic! quitter le sujet dont nous nous sonimes occupes jusqu'a 
present, nous poserons une remarque qui nous est suggerec par la ge- 
neralite meme de la niethode qui precede, et qui est peut-elre suscep- 
tible irapplication. En examinanl un peu les calculs precedents, on 

remarque facilement que les quantUes, />,,..., p,„ q , 9,, y sont sim- 

plenient considerees comme formant deux series de variables conju- 
guees deux a deux, sans que nulle part intervlenne la signification de 
deriv^es partielles attachces aux lettres/i,, ps,..., p„. Si done on fait 
abstraction de cette signification des letlres /a., /»a,---. /^/i. le probleme 
propose rentrc dans cet autre plus general : £tanl donndes m relalions 
entre les variables p,, p^,..., p,„ </,,..., g„ conjuguies deux a deux, on 
se propose d'en determiner n — m autres qui, joinles aux premieres, per- 
mellenl d'exprimer n des variables considerees el donl deux ne soieni pas 
ronjuguies. en/onclion des n autres, defa^on que Vexpression 



[35, 



M:^ 



soil une differenlielte exacte. r,, r^ r„ designanl les n variables c/iuisies 

p.l qui sont determinees enfonclton des n autres s,, Sj,..., *„ respective- 
menl conjuguees des precddentes. 

Los conditions que les relations donnees ou inconnues devronl salis- 
I'aire varicront en general avec la forme de I'expression [35], et ii en 
sera de meme de I'integrale obtenue. Mais, parmi les problemes coni- 
pris dans I'enonce precedent, il en est qui presenlent cette parllcularile 
remarquable, que les equations proposees doivent satisfaire aux memes 
conditions que dans le cas oii il s'agil de former la dilTerentielle exacte 
Ipidqi'. et, en outre, les relations elablies subsequemment enlre les va- 
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riables/) el^ sonl aussi !es memes (jue diins le cas preceilemmcDl coii- 
sitlere. Ces prolili'ities sont ceux oil la dilTepenlielle exacle a obtenir osl 
He la forme lipidqi—l^q^dp^. ("prenanl ties valeurs qaelconques de la 
suite I, 2,..., n, et A toutes Ic3 autres. Mais I'lDL^grale differera dans 
tous les C3S de celle olitetiiie pour S/fi-rfy,; ses derivees parlielles seronr 
\e%pi et les q,„ ees derniers precedes du sigue — ; les variables eorres- 
poadantes seronl les y, et \k?, p/,. Si done on considerc simultatiemenl 
deux probienies donl les equations soient en nombre egid, el qui d'yil- 
teurssoient telles.qu'on puisse passerdes unesaux autres en leniplaganl 
quplques-unes des variables independantes par leurs derivees parlielles 
correspondantes cliaugees de signe, et ces dernieres par les variables 
correspondantes et de raeme signe; alors, d'apres ce qui precede, ces 
deux syslemes seront assujellis aiix raemes eonditions, c'est-h-dire que, 
si Tun d'eux est integrable, I'aulre I'est aussi neeessairemenl; et, en 
outre, les nouvelics relations enlre ees diverses quantites se deduiroul 
les unes des autres par ies memes cbangements que les equations pro- 
posees. Done, en integrant eomplfilemenl I'un de ees syslemes, on aura 
immediatement integre d'autres systeiiies preseutant avec le preuiier les 
relations que nous avons dites, et pour la recberche de la solution com- 
plete desquels il ne resle plus qu'a effeetuer la quadrature finale qui est 
dilferenle dans chaeun d'eux. 

Demontrons maintenant ec que nous avous annonce. Pour cela, il 
suffitde eonsiderer le cas oil, dans rexpreBsion/),^/^, -¥- . . .-\-p„dq,„ on 
remplaeeun terme unique -v-p^dq,, par ±q^dp,,. Si ootis eonsiderons 
les conditions (5), (8), (i i), tiles s'appliquent au cas actuel en y elian- 
geant -^-p^ en :ty/i et -\- q^ en -^ pi,; on trouvera alors facileinfot qui* 
les termes dependant de I'indice h dan^ la formule (i i). par exemple. 
se reduisent, apres les cbangenienis indiques, au gronpc suivanl : 

^(^'IL.'JfL •'fL\ - 
^ \dq, ,lpi dp, clq, J ■ 

d'oii I'on voit (jue les equations (i i) conserveronl leur t'ornie norniale 
dans rbyputbese actuelle, si Ton prend le signe -f- devant 1 
precedente. c'est-a-dlre si Ton remplaue -\-pndij,, par —q,,' 
montrerait de ni^me que les equations (8) conservent, dan 
luftt, leur forme primitive, et, par suite, que les systeines au 

Aiinalei icienrifiyuei de l'£cotc Sormale iupcrUurf. Tome Vil. 



expression 
i/p,.. On d(-- 
s le cas ae- 

ixiliaires ne 
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seront pas modifies par les changements que nous venous d'indiquer. 
D*ou il resulte bien que, sauf la quadrature finale, tous les problemes 
dans lesquels Texpression k rendre une difTerentielle exacte se ramene a 
la suivante : liPidqi — If^p^dq^, sont resolus en meme temps par la re- 
solution de Tun quelconque d'entre eux. 

Ce qui precede pent d*ailleurs etre etabli directement, el, pour cela, 
il sufBt de demontrer que, si les conditions (32) sont telles, que les va- 
ieurs qu*on en deduit pour /i,,...,/?;, en fonction de ^i,..., qn rendent 
Texpression p^dq^ + . . . une dilTerentielle exacte, ces memes equations 
fourniront pour y,, px^...^ pn des valeurs en fonction de/?,, ya**--* qn 
qui rendront aussi Texpression —qidpt-^p2dq2-h..,-{-pndq„ une 
difTerentielle exacle; ou, en d'autres termes, que, pour toute valeur 

de a, on a 

idp.\ _ _ (dqA 
[dp J- [dqj- 

Soit pour celay/=: ai Tunc des equations donnees; en difTerentiant par 
rapport ap, et par rapport k q^, on en deduira 

,36) o-.f.^f.m^^m^...^^m, 

dpt dqx \apj dpt \dpi/ dp„ \dp, ) 

(3v o-^ + .^f^U-^l'^W . -f-^l'^V 

dqa. dqx \dqa) dp^ \dq^/ dpn \dq^) 

Donnant a i successivement les valeurs i, 2,..., n, chaque formule pre- 
cedente donnera un systeme de n equations d'oii Ton pourra deduire, 

tl'une pari les valeurs des 3^-5 -p-^-'-y -P^^ deTautre celles des -j^» 

» dpx dpi dpi dq^ 

1^5 • • • 5 -y^' Ces deux systemes ont pour determinant commun 

'^ 2d\ dqi 'dp2 dpn) 



J 



qui peut s'ecrire, en ordonnant par rapport aux produiLs des elements 
des colonnes verticales de rangs i et a, 

^jvi,(i ^A) ^tjin^ \q determinant qui resulte de A quand on y supprime les 
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colonnes verlicales de rangs i et a, et ies colounes horizontales de 
rangs / et i-h- k\ i devant recevoir successivement toules Ies valeurs i, 
2,..., n— \, ei k, pour chaque valeur de «, toutes Ies valeurs positives 
salisfaisant a la condition A5n — i . D'apres un theoreme eonnu, on a 
identiquement 

et par consequent aussi 

(4o) o=yy(^^^^^] a<'"-*\ 

Mais lessystemes d'equations deduits des formuIes(36) et {37) donnenl 

rf?« Zdi Zdk \ dq^ dp^ dp^ dqa ) '•• ' 

dpi Zdi Zdk \ dq, dp, dp, dq, ) '•« ' 

en additionnant ces deux valeurs avec Ies identit6s deduites de (4o), en 
donnant a a' Ies valeurs 2, 3,..., a — i, a -f- i,..., n, on aura 

el comme Ies fonctions /, /^a satisfont par hypothese aux condi- 
tions (i i), on en conclura que 

dq, dp^ 

rf?« dq, 

ce qui est justement ce que Ton voulait demontrer. 



§ yil. — Des dwerses classes de solutions d'lui systeme d' equa- 
tions simtiltanees aux derivees partielles du premier ordre. 

Nous appellerons integrate ou solution complete d'un systeme d'equa- 

tions simultanecs aux derivees partielles du premier ordre, une solution 

renfermant un nombre tel de constantesarbitraires, que Ton puisse, par 

5. 
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lour elimination eolre la fonclion et ses ilerivees du premier ordre, oli- 
teiiir un systeme d'equalions equivalent a eelui qui est propose. 

U'aprfes celte dertnition, I'integrale romplele representera. enlre la 
lonctioii et les variables, des dependances prt'cisement (iquivalentes a 
relies qui sont cxprimees par les equations ppoposees. 

D*apre9 la definition precodcnte, on voit immedialement que, si It 
systeme propose se compose de tn equations, te nombre des variables elanl 
egala n, cebii des constantes entrant dans la solution complete sera egal 
a n — m -h t, les equations proposees etanf d'ailletirs suppoiies satisfaire 
aiix- conditons d'integrabilite. 

Beniarquonsqucsi les equations proposees ne renfermeul pas la fonc- 
tion cliercltee, I'l'liniinalion ne devra s'effecluer qu'entre les equations 
derivees de la solution compit'te; par consequent, si Ton a m equations. 
les derivees en question ne pourront contenir que n — m constantes. 
Mais, quant ii I'integrale complete, elle contiendra, comme precedeni- 
ment ■ n — m -f- 1 constantes, en comptant celle qui s'lntroduit par 
simple addition. 

Ceci pose, nous nous proposons de deduire de nouvelles solutions 
des equations proposees, en remplagani les constantes de la solution 
complete par des fonctions des variables : ces fonctions devront etre 
tellemenl choisies, que la nouvelle valeur oblenite pour la solution 
satisfasse encore aux equatiuus proposees. 

Si y =f{q,, qn,..., q,„ a,, a., a^) est I'integrale complete d'un 

systeme de n — A+ i equations, les conditions que devront satisfaire 
les fonetions de q^, q,,..., q,„ mises a la place des constantes a,, 

a-i a/„ sororit expriinecs par les equations doduites de la formule 

!-uivante ; 



(4>) 



^ ^ da. 



d da, I 



quand on y reniplace k succt'ssivement par les nombres r. a, . . . , «. 

Pour deduire des equations precedentes(i I ) les consequences qu'elles 
eomportenl. nous nous servirons du theoreme suivant qui exprime la 
propriete principale des determinants Ibnctionnels de Jacobi : 

TuiioBEMi:, — Si n fonctions f,, f. /, den nariables inde/iendonles 
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m 

^M ^21 • • • » ^/i ont enlre elles une ou plusieurs relations quelconques^ le 
determinant fonctionnel de ces fonctions est mil. 

Reciproquementf si le determinant fonctionnel de n fonctions a n varia- 
bles est nul, ily a entre ces fonctions une ou plusieurs relations. 

Revenons maintenant aux equalions(40» ^^ voyonsde quelle facon 
on pourra les satisfaire. 

Supposons, en premier lieu, qu'en prenant d'une maniere quelconque 
A: equations du sysleme (40» '^ determinant de ce systeme partiel dans 

lequel les termes de la forme -j- sont consideres comme les inconnues, 

soit different de zero, et cela pour tous les groupes possibles de k equa- 
tions : les equations precedentes ne pourront alors etre satisfaites 

qu*en posant 

df df df 

Resolvant ces equations par rapport aux quantites a,,aa,..., a^^, on 
determinera pour ces dernieres quantites des valeurs en fonction des 
variables 9«,..., q„9 el qui seront telles, que, substituees dans la solu- 
tion complete a la place des constantes, la fonction obtenue sera une 
solution des equations integrees. Les solutions de cetle nature sont en 
nombre limite, et presenlent cette particularile, qu'elles ne contiennent 
aucune quantite arbitrairc. Nous les designerons sous le nom de solu- 
tions singulieres. 

Si, contrairement a ce qui precede, on suppose maintenant que Tun 
au moins des determinants dont il est question precedemment soit nul, 
il suilira, pour cela, d*etablir une ou plusieurs relations, quelconques 
d*ailleurs, entre les fonctions a,, . . ., a/,, et les equations (4i) seront 
alors identiquement satisfaites, quelles que soient les fonctions et les 
relations qui existent entre elies. Suivant le nombre de relations que 
nous etablirons entre les fonctions en question, nous obtiendrons des 
classes de solutions ayant des caracteres tres-differents; ces solutions 
contiendront un nombre plus ou moins grand de fonctions arbitraires, 
et pour cela nous les appellerons des integrales generales. 

Supposons d*abord que Ton n'etablisse qu'une seule relation entre 
les fonctions a,, a.,,..., o/,, et que Tune de ces quantites a^t soit une 
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fonelion arbitraire des autres, en totalite ou en partie, on aura 

Si, dans cette hypothese, on derive la fonction V par rapport a y,, en 
remarquant que 

on aura 

k-h-i k-h-i 

Sdf dai df y^ dc^ dak 
dak doi dak Zd dak da,' 

muUiplianl par dqi, et ajoutant les egalites obtenues de la precedente 
en donnanl a 1 les valeurs i, 2,..., n, et egalant separement a zero les 
coefficients des differentielles da^, ^/^s*..., c^flA-i, on aura k — i equa- 
tions de la forme 

(43) < dak dak dak 

( (A* = I, 2,. . ., A -— i), 

Ces dernieres equations permettraient » dans le cas oil la fonction 9 
serait particularisee, d'eliminer les arbitraires a,» 02,..., a^., de I'in- 
tegrale V qui contient aussi une fonction arbitraire. 

La solution V, accompagnee des (A— i) Equations (43), represente 
une integrale generate de Tespece qui ne contient qu'une fonction 
arbitraire. 

Si maintenant nous supposons que Ton exprime en general un 
nombre r des fonctions a, , 02,..., a^^ en fonction des h — r autres, on 
aura, pour Tune d'elles, 

aA-r+/= 9/(^1, «a,. . ., flA-r), (/= I, 2,. . . , r), 

9i * <p2* • • • * 9r etant des fonctions arbitraires. 

Si Ton derive, comme precedemment, la fonction V par rapport a ^,, 
en supposant que a,, ao, . . . , a^ soient des fonctions presentant entre 
elles les relations que nous avons dites, on trouvera n equations de la 
forme 

X— A~r l^r k=h^/ 

o=\ df dak ^ "^ df Y dc^/dok^ 
~" ^ dak doi Zd dah^r^i Zd dak doi ' 



dOi Ld dak^r^i ^ dak dq 
tf=t /.I *= 
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eo faisant successivemenr ('= i, a. 3, . . ., n; elles i-oncluironl a leur 
lour aux h — r e(|tiations tie la forme suivante : 



(44) 






< da,' 



en faisant sucoessivemeut /■= i , 2, 3, ,..,// — r. 

Cfs equations pernieltruicnt de delermiiier lesvaleui's lies foDclions«A 
si les formes <Ies fonctiims fi elaienl particularisees; la foncliou V, 
ai'compagnee ilc cesA — rcqualions, represeiite uiie iutegrale geuerale 
()c I'espfece qui L-ontienl r fonctions arbilraires. Si Ton atlribue a r 
successiveinent les valeurs 1 , a, . . . , A — i , on aura tes formulcs <le 
A— I classes de solutions gencrales renfermant succeasivenient 1, 
2, .... A — I fonclions arbitraires. Le eas il'une seule fonctiun arbi- 
Iraire que nous avons considers iHolement est coinpris dans la formule 
actuelle, ainsi que le dernier cas oil loutes tes conslaules, nioins une, 
sonl des fonclions de cette derniere. 

Ces diffeteDtes classes de solutions ont un caraclere trcs-differenl, 
suivant le nombre des relations arbitraires que Ton suppose exister 
enlre les conslantos arbitraires. La classe renfermant ies solutions les 
plus generales est celle oil il n'entre qu'une relation enlre les con- 
stautes. et cette generalite diminue quand le nombre des relations, el 
par suite des fonctions arbitraires, augmente; car il est visible que 
I'etendue ou rindcteriiiination des resultats est d'autant plus grande 
que les constantes ont muins de conditions a salisfaire. A la limite de 
ces classes, on peut considercr I'integrale complete, puisque Too peul 
supposer h relations arbitraires entre les h constantes, ce qui donnerait 
pour chacunc d'clles une function arbilraiie de quanlites constantes. 
c'est-a-dire une conslanle arbilraire, 

Les solutions des diverses classes pcuvent encore rcnfermer dans 
leurs fonctions arbitraires des constantes aussi arbitraires et en nombn^ 
quelconque. Si done, dans I'une des solutions generales, on donne an\ 
functions arbitraires en tout k constantes aussi arbitraires, en particu- 
larisant d'une mani^re quelconque les fonctions, I'inti^grale genernle 
consideree deviendra une solution complete de laquelle on pourrait de- 
duire des classes de solutions dotit le degre de generalite dependrail 
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iiussi (lu iiombre tics fonctions arbilraires qu'elles conliendraient res- 
peclivemenl. tl somblerait ilotic, d'aprbs cela, que le nombre des solu- 
tions completPs, Pt par suile celui des solutions des diverses classes, 
doive elre considere comme infini; mais nous demonlrerons dans la 
suile que Ton peut d'uue solulioii complete unique deduire toutes les 
autres solutions dont le sysleme d'equatlons propose est susceptible: 
d'oii il resuUe que les solutions deduites tie plusieurs solutions com- 
piiaes renlrenl les unes dans les autres. 

On peut aussi particulariser chaquc solution generale de maniere 
(ju'il en resulte une solution apparlenant a une elasse moins generale. 
Par exemple, si k constantes sont def^ fonclions arbitraires des h — k 
autres, et si / est corapris enire fi el k, on peul particulariser les k func- 
tions arbitraires de fagon qu'elles contiennent / Fonctions arbitraires 
de h ~ I constantes; on pourra alors regaider cette solution comme 
Hppartcuant a une elasse moins generale que la premiere, et pouvant 
so deduire de la solution compltte en y t'onsideranl /constantes comme 
fonctions arbitraires des autres, ct en metlaiit pour ce!les-ci de telles 
f'onctions, que les coefficients differenliels parliels de la solution cum- 
pl(!te, pris par rapport a elles, s'evanouissent. 

Enfin, pour terminer ces generalites. nous remarquerons qu'li pour- 
rait se faire aussi que les fonctions arbitraires, 9U nombre de r, par 
exemple, qui etitrent dans les integrales generales de la r''"" elasse, ne 
contlnssent pas toutes les A — r dernij^res constantes arbitraires. On 
pourrait alors. sans particulariser les fonctions arbitraires, eliminer 
do la solution consideree les constantes qui n'enlrenl dans aucune 
fonction arbilraire. Les valeursde ces derniires, que nous supposerous 
elre «,. tt^, . . ., a,, seraicnt donnecs par les equations 









<//■_ 



Les valeurs fournies par ces equations pour a , a, contiendroni 

les fonctions arbitraires tp , ^r de a,^ , a^-r. air"*' que ces der- 

nteres constantes; substituant ces valeurs dans la solutiou generale, 
elle cnnliendra, outre les conslanles a,+, oa-^ r fonctions arbi- 
traires de ces memes constanles; les fonctions mlses a la place des con- 
slanles reslantes devront satisfairc a des equations de la forme (fi^). 



BTIGLLES. 

reccvoir que Ics valeiirs suivanles : s -i 



i' 



oil / ne (levr;i 
A -r. 

Reman|uons aussi que, dans la recliopche des inlegrales generales. 
aussi l)ien que dans celle des solutions singulU'res, cerla'mes conslanles 
auraienl pu etre consi<lerees absolumenl comnie telles. Pourlesinte- 
gralfs gen^rales, cela ne conduit a rieii de pailicLiIler; niais, dans Ir 
fas des soluUons singulieres, si Ton rempiace les conslanles demeurees 
lellcs par des fonclions presentanl entre elles uue ou plusieurs rela- 
tions, ees solutions nouvelles satisferont aux equations proposees. et 
Ton aura ainsl une nouvelle classe de solutions ne rentrant ni dans la 
eategorie des intograles generales, ni dans celle des solutions singu- 
lieres. Ces soluliuris, que nous appeWerons mixtes, pourraient se di>iser 
en classes et en groupes dependant du plus ou moius grand nombie 
(le conslanles laissees telles dans la reclierclie des solutions singulieres, 
et aussi du nombre de relations etablies entre les fonclions que Ton 
substilue a ces conslanles. II nous suiHl d'indiquer cette nouvelle ca- 
tegoric de solutions auxquelles on pourrait d'ailleurs appliquer qiiel- 
ques-unes des observations relatives aux inlegrales generales. Main- 
tenant, avanl de deinontrer le theoreme important que nous uvons 
prScedemment enonce, nous aliens verifier que I' elimination des fonc- 
lions arbilraires que rcnferme une solution generate quekonque conduit 
hien a un sysle'me de n— h -^ i equations aux derivces parlieltes du pre- 
mier ordre, n elanl le nombre de& variables independanles, el /i le 
nombre des conslanles de la solution complete. 

Considerons, en effet, une integrate generate renfermaiil r Tonclions 
arbitraires des A — /■ consUmtes a,, a,,..., a^„ les fonclions sub- 
slituees ii ces dernieres constanles 6tant d'ailleurs assujetlies a salis- 
faire aux equations (44); O" aura, en differentianl I'integrale pin- 
rapport a qt, 



_ df_ "y' ^f^ V -JH— \' ^^ 
'^' '~ dq, Z4 dai dqi ^ dai^,+i Z4 dut dqi 
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suivant : 

df df df 

' dqi ^ dq, ^ dq„ 

et, si Ton elimine entrc ces dernieres equations et I'integrale generale 
consideree les quantites a^ , as, ... » a^^r* ?« * • • • > ?r* ^u nombre de A, 
on obtiendra bien finalement un systenie de n — A 4- 1 equations, 
comme nous nous proposions de le demontrer. 

Enfm, pour terminer, nous alK)ns etablir le theoreine general sui- 
vant : 

Toutes les solutions dont un systime d^ Equations simultanees aux deri^ 
i'ees partielles du premier ordre est susceptible peuvent se deduire d'une 
solution complete unique, 

Soit V= ^Clyi' y2>- ••»?/') ^"^^ s^'^^'^" ^^'^'^"'^^ ^^s w — m equa- 
tions simullanees dont Tune est la suivante : 

f (f = I, 2, 3, . . ., n — w), 
(?t soit 

(46) V--/(^,,g„. . ., g„, a,, rta, . . ., <Tf„,+, ) 

une solution complete de ce systeme. 

Si nous determinons les valeurs des cons(antes ai, as, . . . • a„t^i au 
nioyen des m + i equations suivantes : 



'^'' -^ *' dq, dq,* ' dq^ dq 



— » 

IN 



je dis que les derivees des fonctions/et ^, par rapport aux varia- 
bles 9mHi» • • • » 9n» seront aussi egales chacune a chacune. 

En effet, par hypothfese, on a les deux syst^mes d'equations satis- 
taites resultant des deux formules suivantes : 



/•/ ' «?+ ^+\ /•/ df df 



rrr o, 



quand on donne k i les valeurs successives i, 2, . . . , /z — m; et le der- 
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nier de ces sysleines, en verlu des equations (47)» devienl le suivant : 

fi d^ d^ df df\ 

(i ...... I, 2, 3,. . . , w — ///). 

Comparant alors c« dernier systems au premier, on en conclut Ics 
egalites 

qui auront lieu en inenie temps que les equations (47 )• Done si, dans 
la solution complete, on attribue aux constantes a,,.. ., a,„4., les va- 
leurs determinees par les Equations ;47)» elle devient egale a la fonc- 
tion ^, et les derivees successives de ces deux fonctions le sont aussi : 
la solution V = t]; est done bien comprise dans la solution complete. II 
nous reste a determiner I'espece de la solution. 

Les valeurs obtenues des equations (47 )> pour les constantes a,, 
^':s9...9 0/114.1* sont generalement des fonctions des variables ^i*^:!,..^^//- 
Dans le cas par(iculier oil ces valeurs seraient cons(an(es, la solution 
consideree serait une solution particulicre de Tintegrale complete. 
Dans le cas general, si Ton remplace dans la fonclion/les constantes 
par leurs valeurs, on aura ridenlite/= vj/; diff^rentiant, par rapport 
a q^, les deux membres de crttc ^galite, on aura 



dqk dqk Z^ dan dqC 

h — x 

(A ziL I, 2, 3. . . ., w); 



comparant ces egalites aux precedentes (47)> (4^), qu'on suppose sa- 
tisfaites, on aura le systeme suivant de conditions : 



/j - m 



(49) ' ■ Li dak d'q 






( (A'=:i,2,.. ., /l). 



Si les valeurs obtenues pour a,, «a»---» 0/«-+^i sont telles, qu'en prenanl 
un groupe quelconque de m equations du systeme precedent, le deter- 

6. 
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minant corrcspondant, et dont les elements sont les derivees partielles 
<les fonctions mises pour a,, e/o, . . . , flm^i, soil different de zero, alors 
les equations (49) exigent que Ton ait en nieme temps 

c'est-a-dire que la solution eonsideree rentre dans la calegorie des so- 
lutions singulieres. Mais si, eontrairement a ce qui precede, de quelque 
facon que Ton choisisse/n equations du systeme (49)» '^ determinant 
du systbme ainsi forme est constamment egal a zero, les fonctions a^^ 
a<iy . . . , Ufn^^ ont entre elles une on plusieurs relations, ot la solution 
eonsideree est une solution particulibre de Tune des intograles ge- 
nerales. 

En tcrminant, nous remarquerons que, si Ton a a integrer un sys- 
teme d*equations en nombre egal a cclui des variables, Tintegrale com- 
plete ne contiendra plus qu'une constante; dans ce cas, Tintegralc 
gen^rale se confond avec la solution complete, et, quant aux solutions 
singulieres, elles r^sultent encore de Telimination de la constante a^ 
entre les deux equations 

Dans le paragrapbe suivant, nous allons appliquer a un exemple 
particulier la methode d*integration precedemment developpee pour 
l*lntegration des equations simultan^es aux derivees partielles du pre- 
mier ordre. 

§ VIII. — Application. 

Soit propose d'integrcr le systeme suivant : 

f\=P\Pk— qiqi=o, 
fi^Pifi— qx ?4 = o. 

Si nous formons Texpression representee par le symbolc (/i/2). »ous 

trouvons qu'elle ne s'annule pas, et que sa valeur/, est la suivante : 

■ • 

/3=Ji Pi— ?»/>»— q^Pi-^-qiPi' 
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On trouve ensuite que cestrois fonctions/,,/2,/3 donnenl (/i/s) = o, 
{f^f^) = o; posant donc/8=o, c'cst-a-dirc {f^f.^) = OJ la question 
sera ramenee a I'integration d'un syslemc de trois equations 

/ = o, /,= o, /a=o. 

satisfaisant aux conditions d'integrabilile. 

Nous avons a chercher une nouvelle relation de la forme ^ = a, qui, 
jointe aux prec^dentes, permette de determiner-pour Ps.p^^Pi^Pk des 
valeurs en fonction de q^^ q^y^^f ^4* qtii» substituees dans Texpression 
Pt dq^-h * ..-^p^ dq^j la rendent une differentielle cxacte. 

Si nous supposons que des equations (49) on tire les valeurs de //,, 
P2f Pi ^n fonctions de/?^, y,, ^a* q^* q^* l^i fonction/^ devra satisfaire a 
un systemc de trois equations dont la formule est la snivnnte : 

^^df^_^dp^d£_dp^df^ 
dqm dq^ dp, dpt dq, 

(m = I, ?., 3). 

Les equations (49) nous donnent les valeurs suivantes : 

pi 9 Pj, — ) Dj -J 

P* Pi ^^^P* 

pour lesquelles il nous faudra considerer deux eas, suivant le signe que 
Ton prend dans la valeur de jd,. 

Premier COS. — On prend le signe superieur, d'oii 

n^9l3l, n-^^iEi, ii-^iif- 

p.— — -J p^^-—f p^___-^^ 

P* Y> P* 

les equations du systeme auxiliaires sont alors les suivantes : 

o^ rf/ , g»?3 df^ 
dqx p\ dq, 

dq, qt dp, /;, (/q, 
dqi p] dqk 
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La premiere de ees equations admel la solution 

pui'tant ceite valeur dans la seconde equation, a la place de /, on oh- 
tient, pour le resultat, 

q. p\ q' 

qui n'est pas una nouveile solution, nnais simplemenl une fonction de 
la premiere, puisque, dans cette premiere equation, qs est considere 
comme une constante. Une fonction quelconque de 7,, q>^^ q^ sera en- 
core une solution de la premiere equation; soit c^ftp,,^..,^,) une telle 
fonction : nous nous proposons de determiner la forme de cette fonc- 
tion Tz de fagon qu^elle soit aussi une solution de la seconde equation. 
La condition pour que cela ait lieu est que Ton ait 

dfs (Its 



dq^ aq, ^ 



■;• 



Cette equation admet la solution particuliere q2(p^ qui, satisfaisant 
aussi, comme il est facile de le constater, a la troisieme equation du 
systeme, sera la solution commune cherchee. On devra done joindre 
aux equations (49) 1^ suivante : 

r ♦ 

et de ces quatre equations on deduira 



^ s/q7qi a \qiq. 



Pi - qx _ -- -1 P«— ?a -_^z^ r-r- 
La differentielle exacte pt dq^ -h . ..-h p^ dq^ aura aiiisi pour integrale 
la fonction 

\; iq^qliq^qs-aY-^ b, 

et c'est la une solution complete des equations proposees. II est facile 
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de verifier qu'elle ne donne pas de solutions singulieres, et qu'elle 
admet pour integrate generate celle qui est definie par le sysleme 

I L J. ' ' - ' * 

Vr--: iiq)ql(<j,q, - a)' -f- o(a), o — qiq\ [q,q, -a) ' - ^'(a), 

(f representant une fonction completement arbitraire. 

Deuxieme cas. — On prend le signe inferieur dans la valeur de/?3; 

on a alors 

q^qi qtqs q\Pk 

Pk P* 73 

el le svsteme auxiliaire est le suivant : 

" dqt pi dq^^ 

dq, p\ dq, 

o -^ ^. 4- t ^f — ll y/ . 
dqi q^ dp, q^ dq^ 

En operant comme precedemment, on trouve, pour solution commune 
de ces equations, 

Ph 

posant/4=:a|, et joignant cette equation au systeme (49)» on en de- 
duira les valours de pifp.i,p:i.p^, et Ton trouvera la solution complete 



I I 



y=^q'q]{qiqA a,)'H-6, 

qui jouit des memes proprieles que la precedente. 



^ IX. — Integration des equations lineab^es. 

Le probleme de Tintegration des equations lineaires est resolu d'une 
manifere generate en meme temps que celui des equations quelconques, 
carta m6thode que nous avons developp^e leur est en tout point appli- 
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cable. MuU celte nietlioJc gcjicrale necessiLe elle-m^iuu riiilt-gialioji 
direcle dc sjstenics lincaires auxUiaires tl'uiie forme speciale. Nous 
nous pvoposons d'oleDtlrc euLle melliode aux ijqualions liiieaires <]uel- 
conqucH, el dc la completer dc fa^on qu'elle puisse nous i-onduire a b 
solution complete, landis que pi-ecpdemment on ne se proposait que la 
recherche d'unc solution particuliere commuue. 

On aura bien encore ici a considerer des systemes successifs d'equa- 
tions simultances; mais d'un sv.sli^me au suivant. le nombrc des equa- 
tions, ainsi que celui des Icrmes dc cbacune d'eltes. diminuera d'une 
unite. 11 n'en faudrait pas pourlant conclure que cette mcthode soil. 
pour celtc raison, bien superieure a la metbode generale; car elle pre- 
senle, en revanche, le d^savantage d'exigcr conslamment des inlegia- 
tions completes, alors que, pour la premiere, il ne fallail determiner 
t'haque fois qu'une solution particuliere; aussi, dans la pratique, pre- 
ferera-t-on souveut la methode generale comme prescntant plus de 
chances dc reussilc, sans exiger pour cela des calculs beaucoup plus 
elendus. 

Si nous considerons les equations d'un systeme auxiliaire (§ l\'j, 
nous voyons qu'elles sont bomogenes, el que I'equalion de rang i ne 
coulieni que les lermes en />*, /)„^,,...,/j„, m etant le nombre des 
equations du systeme considere. Nous allons monlrer que lout syslenie 
d'equations lineaires peul etre raniene ii cetle forme, et, pour ccia, il 
suFTit de pouvolr les rendre bomogenes, car alors, par des eliminations 
conveiiablement dirigees, on parviendra toujours a mettre les equations 
sous la I'orme desiree. 

Soit done propose d'integrcr un svstt'me de m equations dislinctes 
de la I'orme 



(5o) 



- Xt, lu + ■ 



- x; p~ x* = 



X*, X* ,..., XJ elant des fonc lions de y,, yj (/„, ne contenanl [jas la 

tbnclion chercbee V; les dilfercntes equations du systeme s'obliendronl 
de la precedente en attribuanl a X' success! vcment les valeurs t , 3,...,m. 
Si ces equations ne sallsfont pas toules aux conditions d'inlegra- 
bilite, on sera conduit a ajouter de nouvelles equations a celles qui soul 
proposees. et il est facile de voir que ces nouvelles relations ont la meine 
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lurme qac les [)Pcmieres; le probleme propose conserveia dont la memt! 
forme dans tuus Ics cas oil il esl possible. 

Pour renrlre ces equations Iiomogenes, uous rcmarquerons que, si ii 
esl une foni:tion quelconquc de ta fonclion oliercliee c et des variables 

?i. ?a.--'. ?(,- on aura 

i!u 



ct par suite I'cquation (5o) deviendra la suivanle : 

\'l{ll -(-X* — 4- ■ X' — — 
dv ' dq, ' " dq„ 

Tuules le;^ equations du systeme (5o]seront done ainsi rendues buino- 
genes pap rapport aux derivees paplielles de la nouvelle fonction u, la 
fonclion v n'elant plus alors considepec que comme une simple va- 
riable; commo la fonclion u n'enlre pas son plus dans les coeflirienls, 
les equations out bien la forme que nous voulioas leur donner. Mais ici 
te n'esi plus la fonclion v que Ton se propose de dolerminer, mais 
une fonclion u de v el des vapiables; et, quand ou aura irouve celle 
fonclion u, en I'egalant a zero, on aura uae equation d'ou Ton deduira 
la valeur de v. 

Remnrquons que la Ipansformalion precedenle conviendrail encore 
dans le cas oil les coefiicienls renfermeraienl la fonction cbercbee, 
en supposanl satisfailes les conditions d'integrabilite relatives a ce 
(■as (ii bis). 

Nous supposerons dorenavant que le sysleme a integper se compose 
cte/n equations lineaipcs, homogenes, nc contenant pas la fonclion cher- 
chee, ft entin, satisfaisanl aux conditions d'integrabilite. Soient 



(5i) 



dq, 
dq. 






^x; 



(ieux equalions quelconques d'un tel systeme : nous nous proposons tie 
demontrer que le Iheoreme I {% IV) s'applique a ces equatious, c'est-a- 

AaiiuUi jri'Md'^yiiri de i'Ecolr Kermale lupcrieutc. Tome VII. 7 
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dire que Ji' f = y est arte solution de la premiere de ces equations, le re- 
sullal I fie la substitution de-^ ala place de c, dans la seconde, sera encore 
une solution de la premiere, si toutefois ce rdsultat n'esi pas identiquement 
nnlou constant. 

En eftrt, |>:ir hypolliese, les fonctions/./yi satisfonla la rontlilion 

i|iii, (leveloppee, doiine I'equalion suivante : 

V vh '^ V V. V V. d .. -,4 

Mais, f — '^ elant une solution de la premiere equation, on aura iden- 
tiquement 



d'oii il siiit que I'equation prgcedente devient alops 



'dq. 



■dq.- 



^•di[r 



"■ ilq, 

ce qui demontre precisement Ic iheoreme enonce, puisque if est liien, 
d'apres ce qui est pose, le rdsultat de la substitution de 9 it c dans la 
seconde equation, et que I'egalite qui vient ,d'etre oblenue expriiiie 
precisement que i{; satisfait a la premiere equation. Si done i{« n'esl pas 
uneconstante. ce sera une solution de I'eqnation (5i). solution qui peul 
d'ailleurs n'etre qu'une fonction de la precedenle, 

Le theoreme qui precede nous permet de resoudrc le propose, el, 
pour cela, nous siiivrons la melliode de Boole (*) ; mais nous rappelle- 
rons prealablement quelques proprieles des equations lineaircs isolees, 
et qui s'elendent immediatement aux equations simullanees. 

On sail qu'une equation lineaire aux deriv^es partielles renfennant 



('} CoouE, Philofophi'-nl Tninsni-tiniis, lBGI. 
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n variables adiiicL en general n inti'grales parUculibres dlsLincLcs qui, 
dans le cas ou la fonction cheroliee n'enlre pas dans les cocfflcienls, re- 
presentent precisomenl les n valeurs distinctes de la I'onclion cliercliee 
satisfaisant a I'equatioD consideree, I'une de ccs solutions so reduisant 
toulefois 3 une conslante, dans le cas oil I'equation est homogene. On 
sail en oulru que loute fonction de ces solutions salisfait aussi a I'eqna- 
lion pmposee; et reciproquement, que loute solution est une lonction 
des precedenles. Ces proprietes des equations isolees etant rappelees, on 
voit sans peine qu'ctles s'lippliqueni aussi aux equations Bimullanees, 
le nombre des solutions parliculieres distinctes etant seul inodilie. 

Pour ce qui va suivre, nous avons besoin de connaitre cc que devient 
une equation line'aire quand on change de variables. 

Soit I'equation 



(51) 



'dq. 



.x;^^X'. 



dont nous representeroos le premier uiembre par (A^cJ, el supposons 
que les n variables q,, q^,..., q„ soient expriniees en function des n 
autres r,, r^,..., r„ : on propose de trouver ce que devient I'equation 
apres ce cbangemcnt. 

Si I'on suppose la function c cxprimee en fonction des nuuvelles va- 
riables, on auin 

dv ^_ dv ilr, dv dr, 

dqt ~~ dr, dgi, " ' dr, dq^* 

et par suite Tequalion (53) pourra s'ecrire, en groupant les termes 
d'uae fa^OQ convcnable. 



[^.r^^-^[^o■,)- 



h{A.r.) 



dr. 



= V, 



et c'est la le resultat cberche, si Ton suppose loutefois que, dans la 
fonclioTi X*, q,, 9ai...> q„ soient remplaces par leurs valeors en func- 
tion de r,, Ta,..., r„. 

Nous ajouterons que, si les equations lelles que (ii3) satisfaisaient 
aux conditions d'integrabilite, ces dernieres (54) y satisferont aussi, 
d'apres la remarque qui termine ie § II. 

Passons iiiaintcnant a I'integration d'un systeme de m equations ho- 

1- 



inogijnes, lit fonclion chercliee n'enlrant pas dans les rocfCiiifnls, et 
::jupposDns ces cqualions mises sous la foi-me 

,rr\ VA ''" -v' ^^ , , V* '''' 



f^ellc equation, renferiiiant n variables indiipenda riles, niiin n — i in- 

li'j^rales independanteii distincles v,, c^ t'„_i ; el si ^ ^ r , on pourr-a 

siipposer Vj = ^,, i?, = jj,,.., t',„ = ^„, puisque ccs dcrnicros variables 
sont i^^onsiderecs commti'consUnteti dans la premiere eqirallon du sys- 
lemc (55). line fonclion quelconque de v,, q^, q,,..., q„„ r,„+,,..., v„_, 
sera encore one solution de I'equalion consideree. Si Ton change alors 
de var'iables, el que le sjsleme 9,, qi,.... q„ soil reinplacc par le sui- 
vanl : ^,, fi, fa,..., ('„_,. les equations du syslfeme (55). sauf la pre- 
miere, prendronl la forme suivaole : 



("i*'/.)' 



H(A*.,)- 



Mi* 



{li = 



MA*.v,): 



n). 



Mais fin a, pour Ics valeurs precedentes de A, (Aa^,) = o, et par suite 
le sysleme Iranaforme se compose de m— 1 equations ;ivec n — r va- 
riables independantes c,, Cj,..., f„_, ; en orrtre, ee sysleme est de meme 
forme que le precedent, puisque Ton a, pour une valeiir queliron(|ue 
de h, 

(A*fi) = o, 

/•• pouvanl prendre loules les valeurs de la suite a,..., m, Aetantexceple. 
La recherche des soluliuus communes des equations du premier sys- 
leme rcvient done a celle des solutions communes du second, puisque 
ees derniercs ne son I que des fond ions de c,, Cj,..., (■„_!, a la condition 
toulefois que les coeirieients des nouvelles equations ne contieniient 
|)as d'aulres variables que ces derniferes. Cela a lieu en vertu du theo- 
r'eme que nous avons precedernmentdemontre, puisque (Aac*), devant 
el re une solution de I'equalion (A,i') = o, ne peut elrc qu'une fonction 
des seulcs quantiies c,, fi,..., i'„_,, ce qui jirstifie ce que nous avons 
avancc. 
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Nuus pourrons done raisonner sur cc second systeme absoluineul 
comme nous I'avoiis fait sur le pn'cedeul, cl nous passerons de la a un 

Iroisieme, en prenant pour nouvclles variables (7,, ic,, h'j tv„„i, ces 

(lernieres quantites w w^^^ etanl Ics n — a solulioos disllnctes de 

la premiere ecjuation du second systeme. La variable q^ disparaitra 
uomplelemenl de ce nouveau syslemc conime q, I'avail fait du prei-e- 
dent, et loule solution commune dcs equations de ce sysleme sera, pour 
ccttc raison, une solution eummutiti des [irecedent!^. 

En continuant ainsi, on voit que d'un svslemc au suivanl le nombre 
des equations et cclui des variables diminucnt cbacun d'une unite, ol 
qu'on arrivera cnfin a une seule equation boniogene rctifermant n — m 
variables indcpendantes : les n — m — 1 solutions particuliercs distincte^ 
de cette equation seront les solutions communes du sjsteme propose; 
egatees a des constantes, elles constituent la solution complete du pro- 
bleme propose, et une fonction arbitrairc de ces niemes solutions en 
sera I'integrale generalc. 

Nous allons, pour terminer ce travail, (aire sur un exemple particu- 
lier I'application des deux molbodes d'intcgration des oquiitinns li- 
neal res. 



g X. — yipplicatioits. 
Soil propose d'intcgrer le sysleme sulvanL : 



/> = "/'- 



' dq. 



'dq, 



Premiere me't/iodc. — On fera disparaitre la fonction i', tout en lais- 

sant les equations lincaires, en posant H = log('; ki Ton pose aussi 

dit , . ■ • 1 . 

/), = -j—^ on aura, pour le systeme precedent, 

i/. = 2</:5;/'. +7''/./'- -71 = 0. 




i 



* 



t 



5/i INTEGRATION DES EQUATIONS SIMULTANEES 

On veritie facilement que ces equations satisfont aux conditions d'in- 
tegrabilile. 

De ces equations, on deduit les valeurs suivantes : 



(P) p.= 



a\ 



q,qs 



Pi-^ 



2V>7i 



7* 
Pi — — - Pi -1 






au moyea desquelles on compose le systeme auxiliaire auquel doit sa- 
tisfaire la fonction/, que, d'apr^s la regie generale, il nous faut deter- 
miner d'abord. Ce systeme auxiliaire sera le suivant : 



(y) 



{i) 



(e) 






O = -r - 



if 

dq, 
dqi 



q\ df, . ql 



^q^q* dq^ iq^q 

q* dft Pi dfi 

2qi dqi 2 J, dpi 

7«7» df ^ q,q 



(g.p.-:.)^, 



-~t — » 



q^qi dq^ 



Aq^p^-^)^ 
q^q\ dp. 



Pour chercher une solution conDmune de ces equations, nous parti- 
rons deTequation {&) qui admet la solution particuliere <p( =p^q^; sub- 
stituant dans Tequation (s), on aura pour resultat 

substituant de nouveau dans la meme equation, on aura pour resultat 

qui s*exprime au nioyen de 9, et de 9,, qui est consid^re conune une 
constante dans Tequation ((f). Une fonction t7i(9s?i?2) s^ra aussi une 
solution de Tequation {&), et, pour qu'etle satisfasse aussi k T^ua- 
tion (£), il faudra que Ton ait 



'\U 



dm dm 



dm 



d'oii 



qi q^q] 



•ili- 

i 
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Portantcetle valeur dansrequalion (y), elle donnera 

q.q\ q. 

Une fonction \[q^7s^) sera aussi UDe solution de Tequation (a), ainsi 
que de requation [i) : elle le sera de requation (7) si Ton a 

dl dl 

-f — y- -J — cji = o, 

dq^ dxsi 
d'ou 

1 — ?i — ?I?l£iJZL!J. 

Posant cette solution du systeme auxiliaire egale a une constante a, et 
joignant Tequation ainsi obtenue aux equations donn^es («), on en de- 
duira 

p,~ — aql, Ih = — ~\-aq], />s=— 2^9.93, p^^ — -^ '>aq^qK> 

d'oii 

// =r const, -f- a{q,q\ — q^q\) -f- logqf,^*, 

el par suite 

Telle est la solution complete du systeme propose. 

Deuxiime methode. — Si nous rendons les equations proposees ho- 
mog^nes, en suivant pour cela la regie donnee a cet effet, nous obtien- 
drons le systeme suivant : 

,o^ /AX ^ du . du . du 

(P) (i^u):^^q.q\^-rq\q,-^^ ^ql,- = o, 

, ^ / A V du du du 

... /AX » rf" ^" ^" 

(5) {^2li)^ q.q\ ^^ H- ^i^'W^ 3^ ^ 9.9»^ rf^T "^ ''' 

oil u est la nouvelle fonction cherchee, s^ n'etant plus considere que 
comme une variable independanle. 
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On trouve immediatement, pour requation (|3), la serie suivante de 
solutions distinctes, 

Si Ton prend alors pour variables les quanlitessuivantes : 9,, e/,, 1/2* 
W3, W4, les equations (7) et {^) deviendront 

/ /X /A' X /A X C^" /A X ^'* . /A X ^" /A N^" . /A \ ^" 

{y)(A.«) = (A,g,)5-; + (A,«,)5^+(A.g,)5^^+(A.?»)55; + (A.«.)^ = o. 

/*/x /A» X /A X rf'^ /A N ^« /A V rf" /A X^'^ /A X ^" 

(d') (A,«) = (A,^,) ^ H- (A,«.) ^ + {A,q,) ^ + ( A,,-,) ^^ + (A,«,) ^ = o. 
Mais on a 

(A,5,)=:o, (AjM,)=:o, {A,^,)^:©, ( Aj^s ) = jf,^ J, (A,i/4) = o; 
done les equations precedentes se reduiront aux suivantes : 

du du du du 

III 37 ^- ^i J M4 -T— = o el -J- = o. 

an, ^ dq2 dUi dq^ 

La premiere de ecs equations admet les solutions 

q-i q^q* 

ces solutions, satisfaisant aussi a la derniere equation, sont les solutions 
eommunes du systeme propose. L'integrale generate sera done une 
fonction arbitraire de 11'] etii's* d'oii Ton aura enfm 

9 etanl une fonetion arbitraire. 

II est d'ailleurs evident que ce resultat s'accorde avee celui que nous 
avons deja obtenu en appliquant aux equations proposees la methode 
generale relative aux equations quelconques. 

Nous indiquerons encore les exemples suivants. 
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Soit le systeme 

2 J, di' , . civ . . dv 

(9! - q\) ^ -+- (9^93 - q^q^ ) ^^ '^iq^q:^ - *'^*^ 5^ "= "^^ 

en appliquant la meme methode, on trouvera 

^ = 9{q]-^ql-^ql-^q\, q^q^-hq.q,). 

Soit encore le systeme suivant 

dv dv dv dv 

dv dv dv dv 

Pour rapplication de la seconde methode, i1 faut remplacer ce sys- 
teme par le suivant, qui lui est equivalent, 

, . dv , , dv , ^ ^K dv 

iq^q* + q^qz) -^ -H (q,qK - q^q.) 5^ ^ (?5 "+- q\) rf^ = "^^ 

, rfc , , is dv , ^ dv . 

iq^q* -^ q^q^) ^^ - iq' -^ ql) ^^ -+- iq^q* ~ q^q^) ^^ = °5 

et la solution generate de ce systeme est la suivante : 
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DOCTEUR feS SCIENCES. 



Dans le Memoire precedent, nous avons developpe une methode 
generate pour rintegration des equations simullanees aux derivees 
partielles du premier ordre; nous nous proposons actuellement d'ap- 
pliquer cette methode a la recherche du facteur integrant des expres- 
sions differentielles du premier ordre et d'un nombre quelconque de 
variables independantes. Ce facteur n'existe pas en general pour des 
expressions quelconques : cette existence est subordonnee k certaines 
conditions qui doivent etre satisfaites par Texpression proposee, et 
dont Tetude va nous occuper tout d'abord. 



§ I. — Des conditions necessaires dont depend ['existence 

du facteur integrant. 

Considerons Texpression 

( I ) X, dxx -I- Xa rf:c,4- ...-*- X* dxk -+-... 4- Xa dxh -+-... 4- X„ dxny 

et soit fx la fonction par laquelle il faut la multiplier pour qu'elle de- 
vienne une differentielle exacte; les conditions necessaires et suflisantes 

8. 



6o DV FACTEUR INTEGRANT 

pour que cela ait lieu sont que Ton ait identiquement, pour toutes los 
valeurs de h et de k^ depuis i jusqu'k n, 

dxh dxk 

c'esl-a-dire» en developpant^ 

En donnaut a A et A; toutes les valeurs de la suite i , 2, . . . , /», la for- 

inule(a) donnera ^^^"" equations aux derivees pariielles, et qui 

devront etre satisfaites simultanement par la fonction cherchee. 11 est 
facile de voir que les equations qui precedent ne peuvent exister simul- 
tanement, a moins que leurs coefficients ne satisfassent identiquement 
a de certaines conditions qui seront des conditions necessaires pour 
Texistence du facteur. 
Pour cela* posons» en general, 

['•'i='''^-'''^,-''(S-s)- 

et cdnsiderons les trois Equations 

[A, Ar]=:o, [Ar, m] = o, fm,A] — o; 

en les multipliant respectivement par X|„, X^, Xa et ajoutant, on ob- 
tienty apres la suppression du facteur commun A, Tegalite suivante : 

^_. ^ (d\k rfX.\ „ (d\^» ^Xa\^y [d\k -rfXA 

* 

Cette egalite, ne contenant plus la fonction cherchee, doii etre une 
identite, sans quoi elle etablirait une dependance entre les variables, 
qui, par bypothese, sont Id^pend antes. 

Si, dans la formule (3), on donne k A, ^, m toutes les valeurs de la 
suite I, 2,..., n, on obtiendra des conditions necessaires pour Texis- 
tence du facteur. 
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Supposons ces conditions salisfaitcs, le nombre dcs equations {2) 
tlistincles est alors diminue. En e(Tet, H\ant montre que ['equation 
\h, ij =0 esl uno consequence desdcux aulres [m, li\ =■ o. [m, k\ =0, 
un voit qu'on aura un systeine coniplel d'tiquations dislincles et coni- 
prenaiU toules les autres, en prenant pour m une valeur quelconque 

de la suite 1, a n, et donnant simplenienl a h, dims le symbole 

\m,h] =0, toutes les autres valeups de cette suite. 

On pourrait former de bien des manieres des ajstemes complets et 
equivalents d'cquations dislinctes, par exemple en ecrivanl dans un 
ordre quelconque les nombres dc la suite 1 , 2, .... n. et prenant pour 
m et h, dans [m, k] = o. tons les syslemes de deux nombres eonsecu- 
tifs de cette suite; et plus generalement, en prenant un sysleme lelle- 
inent compose, qu'ii y cntre les derivees de ft par rapporl a toules les 
variables. Quelle que soil la marche suivic, on arrive a ce resultat, que 
le. nombre des e'e/uaUons auxqueUes le/acteur integrant ft doit satisfaire 
est re'dm't a n ^ i . au moyen des conditions ( 3 ) inoncees comme ne'res- 
saires. 

Revenonsa ces conditions. Si, dans la formule (3), ondonne a m, £. /i 



toutes )es valours i 



3, . . . , n, on 



fori 



n{n -i)[n- 



■ conditions 



nous allons demontrer que ces conditions ne sont pas toutes distinctes, et 

que le nombre de ces dernieres esl seulemenl egal a ^^■ 

Pour cela, representons, pour plus de simplicite. par le symbole 
\h, k, m] le premier membrc de la formule (3), on aura evidemment 

et aussi 

[h,h;m]=:-[h,m,h\. 

Nous allons demontrer, en geueral, que les trois conditions 

[A./„«,]-o, [k.p.n,]^.,, \p,lum] = o, 

comprennent la suivanle : 

En effet, si Ton developpe les trois premiiires conditions, qu'on mul- 




()2 



DV FACTKUH INT^CHANT 



liplie les equiilions oblenties respecliveinenl par Xp, X^, X*, et qu'un 
ajoule, on voit facileinenl que los coeiricients des prodiiils X/,X(, 
X*Xp, XpX^ s'tinnulent Identiqiiemenl, et que celui de X„ est t'expres- 
sion siiivanic : 



\ dxp dxt I 



[da:, dxj '^^'[dx,' 



rfXi\ 



qui, par couseiiuenl, seru nulle; ce qui nous donne la condition 
\h,k.p\ ^ o, qui, ainsi que nous I'avions annonce, n'est qu'une con- 
sf'quence des precodentes, 

11 resnite done de cela que Con aura luutes les conditions clis- 
tincles en doniiant simpleinent k h el k, dans I'equalion syiiibolique 
I m, h, k] = o, toules les valeurs de la suite r, a, . .., n, m excepte, el 
le systems ainsi utiteuu repr^sentera loutes les conditions necessaires 
a I'existence du faclcur. Nous verrons dans la suite que ccs ni^mes 
conditions cxpriment precisement les conditions d'intcgrabililc des 
equations aux diflerentielles partielles que I'on aura a inlegrer simtil- 
tanement pour la determination du factenr : les condilions qui precedent 
wnt done a la fois necessaires et suj/isantes. Le nombre de ces conditions 
est maintcnani egal a - — — - — — — , et si n = 2, c'est-a-dire s'il n'y a 

que deux variables independantes. il n'y a plus dc conditions, et alors 
le factcur integrant existe tonjours. 



S II. 



Cviiditions dintegiabitile des equations dorit depend 
la detennination du factenr. 



flonsiderons maintenant les equations a intcgi'cr, et dunl(3] est la 
formule generale; elles renfermenl la fonctioii cberchec et ses derivees 
prises par rapport aux variables j;,, x^,,..,x„. On peut faire dispa- 
raitre la fonclion en suivant la melhode generale qui consiste a poser 
|U = ^, ij« etant une nouvetle Tonction et t une nouvellc variable: mais 
il est ici plus simple de poser }i —e', d'oi) -^ — e'-^, ce qui a I'avan- 
tHge de ne pas introduire dc variable nouvetle. Posanl -1— = p/,, les 
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Equations k integrer preDoent alors la forme suivante : 

(4) •^-==^'/^'--^-/''"^^>-^;' = ^' 

oil m devra prendre successivement les valeurs !2, 3, . . . , n. 

Nous allons demontrer que les fonctions /a, f%%**'^ fn saiisfont aux 
coruUtions d'tntigrabiUtd^ si les premiires conditions sont elles-m^mes 
satis/aiies. 

Si nous considerons deux queleonques des equations proposees, 



on devra avoir 






Pour le prouver, des equations (5) nous tirons 

el Texpression de [fm^fh] se reduit simplement aux termcs suivants 

dp, dx, dpm dxm dxi "Spx dxk dpk 



On aura aussi 



df^_ rfX. rfX«^ d /c/X, rfX 



(8} 



dxx ^"^ c^j:, ^' dxx dxx \ dxm dxx ) ' 

df^^ dl^_ rfX, ^ f/ /rfX. rfX^\ 

rfjTA rf^A dXh dXk\dXm rf^i / 

rfj^_ rfX,_ rfX)i rf /rfX. rfXA\ 

rfwT, ^ rfj:, ^' i/^i dxx \ dxh dxx } * 

rf^^ rfX'- /Xa ^ d (d\x d\^\ 

dXm '^^dXm ^' dXm dx\dXn, dXx } ' 
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En portant dans Texpression (7) les valeurs (6) et (8), od aura un 
r^sultat de la forme 

(9) fp^ -^ Qph-h R/^«4- S, 

P» Q« B, S ayant les valeurs suivantes : 



~~ ' \ dxm dxk I ^ dxx " ctr, 



dx, dXm 

dxi dxh 

S:=X rf /rfXA d\^\ ^ ^^ d fd\^ rfX.\ ^ ^^ rf /c/X. rfXA\ 
^^x\dxm dxhj dxx\dxx dxm ) * dxi \ dxk dxx } 

Considerons maintenant les equations (5) et la suivante : 

-^ -, d\m d\h 

qui en est une consequence, quand on suppose la condition 

[i, h, m] = 

satisfaite; multiplions ces equations respectivement par 

rfXi 



d\k _^ /rfX, _ d\k\ 
dxi \dxi dxij 

rfX, ld\, <fX,\ 
dxi \ dxm dxi j 



et 

rfX, 



rfx, ' 



en ajoutant les resultats, on aura une identite de la forme 
(to) P>. + Q>*+R>« + S' = o. 

Pour les quantit^s P', Q', R', S% on trouve facilement, en faisant usage 
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(le la condition (9), Ics valeurs 

F^P, Q'=Q, R'=R, 

dxi \dxm dxh I dxx \ dxx dxm ) dxx \dxH dxx ) 

Si enfin on derive Tequation (9) par rapport a ^1, on trouve, par une 
transposition convenabVe des termes obtenus, que 

d'oii il suit que Ton a bien Tidentite 

qui n'est autre que la condition d*integrabilite 

qui est ainsi satisfaite, pour toutes les valeurs de h et de m, quand I'ex- 
pression proposee satisfait d'ailleurs a toutes les conditions [m, h,p] = o. 
Done ces demieres conditions sont bien a la/ois necessaires et suffisantes. 
Nous nous occuperons encore de ces conditions dans la suite; actuel- 
lement nous allons indiquer la marchc a suivre pour integrer les 
equations dont depend la solution du probleme en question. 

g III. — Integration des equations dufacteur. 

Les equations du facteur sont aux derivees partielles du premier 
ordre, lineaires mais non homogfenes. Pour les integrer, on pent suivre 
les deux methodes que nous avons indiquees : la methode generale des 
equations quelconques, ou la methode particuliere aux equations 
lineaires. L'emploi de cette derniere methode exigera rintroduction 
d'une nouvelle variable. Nous allons les considerer Tune et Tautre 
successivemenl. 

Premiere methode. — La methode generale se ramene, pour le pro- 
bleme actuel, a chercher une relation /= a entre les quantites/14,..., 

Jnnales scientifiques de Vtcole Normale superieure. Tome VU. g 



66 DU FACTEUR INTEGRANT 

PnfOOi,..., Xn, a etant une constante, de telle sorte que Ton puisse, 
au moyen de cette relation et des {n — i) equations 

(ll) /2=<5, /5=0,..., fn=0, 

determiner, poixr p^, pz^.-.f Pn* des valours enfonction de a?,, ^2,..., a?„ 
qui rendent Texpression 

p, dxx 4- />, dxi-\'. '.-{- pn dx„ 

une differentielle. L'integrale de cette differentielle sera la function z, 
qui donne immediatement la valeur complete du facteur fx, a cause de 
la relation fx = e*. 

Si des equations ( 1 1) on tire les valours de/?2»/^8,«..>/?ii en function 
de/?|, a?,, a?2,.--f ^/i> on pourra supposer que la relation cherchee/= a 
ne contienne aussi que/?i, x^^...^ a?„; dans cette hypothese, la fonc- 
tion / doit etre une solution commune d^un systeme canonique de 
n— I equations lineaires, aux derivees partielles, de la forme sui- 
vante : 

(,2) = -^+^-^-^-^, 

dxm dxx dpi dpi dxi 

oil m recevra successivement lea valours 2, 3,..., n. Des equations (i 1) 
on deduit, pour/?2,/?8»...,/^n> des valours de la forme 

et I'equation generale (12) devient alors 

\ ^LV W/x. ''-dxjP^ 'da:\dx^ dx, T dx, \rLr„, dxjjdp: 

Mais, sans diminuer en rien la generalite de la question, on pent sup- 
poser X, = f , ce qui revient a comprendre la fonction X, dans .le fac- 
teur cherche. Cette bypothese simplifie toutes les formules. Les con- 
ditions d'integrabilile se reduisent a la forme suivante : 

— ^1]^ _ ^i2^ X ^^ — X ^^^^ • 

dxm dxk dxi * dxx ' 
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et les egalites (i3} el (i4) (levlennent respecliveinent 
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(.S) 



(.fi) 



n _ .ly Y 






ff'^A if 

iix\ J dp, 



Dans toutes ces formulfls, m doU prendre successivemcnt les va- 
learsa, 3,..., n. 

Nous remarquerons que les equations (i5j et (16} no contienneiil 
cliacune que I'uiie des fonctions Xj,..., X„. Le sysleme aiixiliaire (16) 
s'integrera en suiyanl la marche que nous avons indiquee; aussi ne 
Dous arr^terons-nous sur cetle partie de Va queslion que pour siyntiler 
quelques parliculariles qui peuvenl se presenter dans la recherche de 
la solution commune de ces equations. 

Et d'abord on voit immediatemeni que, s'il ne s'aglssait que de 
Irouver une solution commune, quelconque d'ailleurs, dcs equations 
du systeme {16), on pourrait salisfaire a ces equations par une fonclion 
independante de p, qui serait alors une solution commune des equa- 
tions (16) redultes a la forme 



•ir 



_''/. 



Pour Irouver une telle solution, on considerera d'abord uno solution 
y"=: y de requaliun 




cette solution ne coiitenanl pas/*,, on voit que, en eircctuanl les substi- 
tutions successivcs qui conduisent a la solution commune ciierihee, la 
quantity />, n'apparailra nulle part, el qu'on aura enfin une fonctiou 

9)(j:, x„) qui sera une solution commune des equations du systeme 

considere. On doit alors se demander ce que represente cette fonctlon, 
et voir si elle peul sallsfaire aux equations (i5], auquel eas elle serait 
la solution immediate de la question, sans qu'il soil alors necessalre 
d'effecluer la quadrature qui se presente dans la metliode generale. A 
cela, on peut repondro que la fonctlon 9, quolque satisfaisanl aux 
Equations (16). n'en est pas pour ccia une solution de la question, car 
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elle ne satisfait pas aux equations (i5). En effete la fonction f doDoe 
en general 

O = -J Am -J — 9 

aXm (tx% 

et, comme il faudrait que Ton eut 

__ dcp _^ ^ rfXa 

dxm *" dxi dxx 

on voit que la fonction f ne satisfera k la question qu'autant que Ton 

aura -^-^ = o, pour toutes les valeurs de /w, c'est-k-dire seulement 

dans le cas oil la variable x^ n'enlrera pas dans la composition des 
fonctions X2» X,,..., X;,. Mais, dans ce cas> les conditions d'integra- 
bilite deviennentt pour les valeurs 2, 3, . . . , n de m et de A, 

d\m _ d\k 

dxh dxm 

par consequenti la partie 

Xj dXi 4- . . . -f- Xn dx^ 

de Texpression proposee est alors une differentielle exacte, et, comme 
X| = I, Texpression proposee est immediatement integrable, et il n'y a 
pas lieu de chcrcher de facteur. 

Ce cas particulier etant excepte, on aura, pour solution commune 
du systeme (i6), une fonction/ de/?i, a?,, a?2,..., a?;,; et, posant/=:a, 
a etant une constante, on aura, au moyen de cette Equation et des for- 
mules (i5), les valeurs de /?|, /?2»..., pn exprimees en fonction des 
variables independantes ar4,...,a?„, et d'une constante arbitraire a: 
ces valeurs seront telles, qu'en formant Texpression 

on aura une differentielle exacte, dont I'integrale sera precis^ment la 
fonction z que nous avons substituee au facteur p. dans les equations 
du probleme. De la valeur complete 

z = F(j?,, Xif, • .fXny a) -4- ft, 
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on (leduira la soIutioD complete du facleur integrant 

P etant, ainsi que 6, une constante arbitraire. La solution generate 
sera definie par le sysleme 

rfF 

et enfin les solutions singulieres r^sulteront de relimination de a entre 
les deux equations 

Telle est la marehe k suivre dans la recherche du facteur, d'apres la 
methode generate d*int6gration des equations quelconques. Nous aliens 
maintenant consid^rer la methode qui est speciale aux equations 
lin^aires. 

Deuxiime methode. — La methode d'integration particuliere aux 
equations lineaires suppose ces dernieres homogfenes et debarrassees 
de la fonction cherchee. 

Si nous considerons les Equations {i), nous leur donnerons la forme 
convenable, non plus en nous proposant la determination de jtJt, mais 
celle d'une fonction i^ de jr^^afM ^n 6t de jx; ces equations prennent 
alors la forme 

, . ^ du ^ du ^ fd\x dXm\ du 

et memct en supposant, comme precedemment, que X| := i, on aura 
le systfeme suivant : 

(8) o— — —X — — — " — 

dxm * dxi ^ dxi dfjL ' 

(/7i = 2, 3y...)/i); 

et si nous posons, en general, 

r A )— ~ — X '^^ — ^^^ — 

dxm * dx, ^ dxx rf/X ' 



# 



les equations du systeme (18) deviendront les suivantes : 

(A,m)==:0, (A3M) = 0,..., (A;,M)=iO. 
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Ceci pose, nous avons d'abord a cherclier les solutions parlieulieres 
de I'equalion (A, ») = o. Pour cela, I'une d'elles u' elanl delerminee. 
on pourra, pour dt'termincr la seconde a", faire rapplicalion du llieo- 
rtme d^montiij dans Ic § VIII (Memoire precedent). Quo! qii'il en soil, 
quand on connailra les deux solutions parlieulieres u' el u" do la pre- 
miere des equations (i8) on cliangerade variables en exprimant p:, x,. 

x„ a;, x„ en fonction de ajj.a^,, .. . , x„. u', u"; I'une quelconque 

des equations suivantes (A,„ «) = o deviendra 



= {A-:r,i 



tiT,^ 



„.,.„,^^,..„,^., .„„.,!! 



en remarquant que (A^a^j) — o pour les valeurs a, 3,...,/i i\e r. 
enfin, eu egardaux conditions (AbXa) = o, pourm^i el {A„x^) = 
on aura, pour Tune des equations transformees, 



['9) 



H{A„«'). 



-1X«"). 



m devant prendre successivement les valeurs 3, ^,. ... n. 

C.H dernier sysleme, qui satisfait d'ailleurs, comme le precedent, aux 
conditions d'inlegrabiliie (Memoire precedent, § II. Remarque //), jouil 
de celle propi'iete, que toule solution commune des equations (iS) est 
solution commune des equations (ie ce dernier sysleme; et recipro- 
queinent, que toute solution commune des equations du systeme (19) 
satisfait aux equations (18). Ce systeme (19), ayanLla mcmc forme que 
le precedent, se traitera comme lui, et, si I'on trouve les deux solulions 
parlieulieres distincies «', , u" , pour la premiere des equations (19), on 
remplacera les variables a;,, x^,..., t„, «', u" en fonction des suivantes: 

x^, x^ x,„ u\, «',; Xf disparaissant d'ailleurs identiquement du 

resultal, comme cela est arrive pour a^, dans la premiere transforma- 
tion. En operant ainsi successivement, on voit que le nombre des equa- 
tions de cliaque sysleme diminue d'une unite en passanl d'un systeme 
au Kuivant, el que le nombre des variables subit la meme reduction; 
on arrivera dune eniin a une seule equaiion it trois variables de la 
['orme 

r/« dii „ flu 



rfx. 



^K-. 
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et ilont on cherchera les deux solutions particulieresa„_,, £/^_,. Reve- 
nant aux variables primitives, on aura, en egalant ces deux solutions 
a des constantes, la solution complete du probleme propose; la solu- 
tion generale sera une fonction quelconque de £/'„_,, i/*_„ qui, egalee a 
zero, donnera la valeur du facteur integrant /x. 

Si nous comparons les deux metbodes que nous venons d'indiquer, 
nous voyons que la premiere ne necessite la recherche que d'une solu- 
tion commune des equations d'un seul systeme auxiliaire, tandis que 
la seconde exige la formation de n — n systemes auxiliaires successifs, 
et pour chacun d'eux la solution complete de Tune de ses equations. 
Ce qui caracterise la seconde melhode, c'est qu'elle donne le facteur 
sous une forme semblable a celle qui lui convient en general, d*apres 
les theoremes que nous allons maintenant demontror. 



§ IV. — Proprietes generales du facteur integrant. 

Lemme. — Si U et u sont deux fonctions de n variables x^, .rj,..., a„, 
et telles que Pon ait, pour chacune de ces variables, 

X etant une fonction donnde de x^, X2f - * x^, ou plus simplement 

dV = 'kdu: 

alors U est seulemenl une fonction de u, 

Supposons, en effet, que, dans U = F(a7,,..., a?^), on remplace Xn 
par sa valeur tiree de Tegalite u =f{x^,...,x„), le resullat sera en 
general de la forme 

Je dis que, dans le cas actuel, les variables a-,, .ra,..., x,,,^ sont elimi- 
nees en meme temps que Xn. 
Differentions, en effet, la fonction U par rapport a ^,,..., cr,,.,, x„. 
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h substitutioQ indiquee etant supposee effectuee, nous aurons 

rfU __ rfF. rfF. du 
Uxx dxx du dxx 



d\S _ rfF. rfF. du 
dx^y dxtt^x du dxn-x 



rfU _ rfF. du 
dxf, du dxn 

Mais, par bypotbese, -^- = Xy-; d'oii ron aura, en comparant avec 
les valeurs qui precedent, 

X = ^. puis 5^ = 0, 3^=0,..., J^^-O, C.Q.F.D. 

Ceci pouvait etre etabli beaucoup plus simp(ement, en considerant 
que rcgalite d\} ^Xdu exprime que U reste constant quand ^r, , o^s. . . . » 
Xn varient de fa<;on a laisser u constant, et que U ne variera qu'autant 
que u variera aussi : done U n*est qu'une function de u. 

Theoreme. ~ // existe une infinite de valeurs pour lefacleur integrant 
de I 'expression 

Xi dXx -h •..-+- Xn dXa» 

Si [J. est une valeur du facteur, on aura 

p.( Xi rfo:, -h . . ,-h \ndxn) = du; 

multipliant les deux membres de cette egalite par une function arbi- 
trair« de u, f (a), on aura 

9{w)|UL(X, rfx, 4-. . .-+- \ndXn) =(^[u)du, 

qui est encore une differentiellc exacte. 

II y a done une infinite de valeurs du facteur de la forme iirp{u). 

R^iPROQiiEMENT. — Toutes les volcurs du facteur sont de la forme 
jxy (tt), jx dtant Vune quelconque d'entre d'elles. 
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Soil, eu efTct, une valeur V dii facteur, on aura 

d'ailleurs, pap liypothfese, 

fji{\, dx,-\- . .+ \ndx,) — du; 
d'oii 

rfU_ V. 
du f/ ' 

et, par consequent, - sera line fonction de u seulemenl, La formule 
generate du facteur integrant est done 

p., elanl unc valeur particuliere de ce fat-teur, ct u la fonction dunt 
I'expresgion proposee devient la differentielle, cjuand on la inulliplie 
par ^,. 

CoBOLLAiRE, — Si Ton pent obtenir deux valeurs du facteur, leiii 
rapporl sera I'integrale clierchee, ou plutot une valeur de celte inle- 
grale. 

§ V, — licmarqucs relatives aiix tfteories precidentes . — Cas 
part iv III icr ou le facteur est decomposable en tin prodiiit dc 
functions. 

La niarclie que nous avons suivie pour arriver a la delerniiuntion 
du facteur pent facilement elre modifiee; elle est seulement la plus 
simple en general. On pourrait, en effet, remplacer le systbme d'equa- 
tions donl nous sommes partis par (n— i) equations fournies par le 
symbole [A, k] = o, h ei k prenant des valeurs de la suite r, a,..., n, 
et de telle sorte que tliaque nombre de cette suite soil pris au nioins 
une fols; car alors le systeme des [n — \) equations oblenues renfer- 
inera !es derivees de \x par rapport a toutcs les variables. Mais on voit 

immediatcmenlque la determination de {n — i) des quanliles/j ,p„ 

en fonction dc la derniere et des variables independantes exigera des 

Jnnates icitnti/iquei de I'tcole Normate iup4rifirt. Tome VI. lO 
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substitutions qui compliqueront les resultats obtenus, et par suite les 
calculs ulterieurs. Ce n'est que dans des cas tres-partieuliers, par 
exemple danscelui oil Ton a, entre quelques-unes des fonctionsX,,..., 
X„, des relations telles que la suivante : 

dxk '"^Ixm^ 

qu'il pourra y avoir interet a modifier dans le sens que nous venous 
d'indiquer la marcbe generate des operations; et Ton voit facilement 
comment il faudra choisir les valeurs de A et A dans le symbole 
[hyk] = o, pour apporter aux calculs la plus grande simplification 
possible; aussi nc nous arreterons-nous pas plus longtemps sur ce 
sujet. 

Nous nous proposons actuellement d'etudier le cas remarquable oil 
le facteur integrant est decomposable en un produit de fonctions ne 
contenant chacune qu'une seule variable, c'est-a-dire le cas oil Ton a 



jUl m 2, Z,. . . Z 



nt 



z, etant une fonction de Xt seulement, ^a, deo?,,.... En nous repor* 
taut au changement de variable que nous avons opere pour appliquer 
la theorie generale de Tintegration aux cas des equations du facteur, 
on trouvera, dans Thypothese actuelle, 

_ I d-8, __ I rf-2, _ I dzm _ I dz„ 

^'"~2, rfx,' ^^~' Zi dxt^ ' ^^ "" 3« rfj;« ' * *' ^'*'~~ z„ dx„' 

Les />,, />2» • • • » Pm* " 'f Pn devant d*ailleurs satisfaire aux equations de 
la forme 

-, rfX, d\m 






il faudra que Ton puisse avoir 

' ' \Zm dXm) *" \Z, dxj " dx, dXm ' 

mais le premier membre de cette equation pent se representer par 

(20) X, 9«(jr„)-- \^(^y{x,)\ 
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done on ne pourra obtenir pour (i une fonction decomposable en fac- 

teurs de la forme supposie qu'aulant que -^ — ^-^ pourra aussi se 

mettre sous eette forme (so); et il faudra non-seulement que cette 
decomposition soil possible pour toutes les valeurs de I'indice m, mais 
encore que les valeurs fournies par les differentes decompositions, pour 
9,(07,), soient identiques. 

Telles sont les conditions necessaires et sufHsantcs qui doivent etre 
remplies par les fonctions X,, X2,...» X;, pour que le facteur integrant 
soit de la forme supposee. 

Plus generalement, si Ton partait des equations fournies par le sym- 
bole [A, k] = o, oil h et k prennent des valeurs quelconques de la suite 
1,2,...,/!, Tune quelconque d'entre elles, 

conduirait a la condition 

dxk dxk \ Zk dxk) * \Zk dxk) ' 

c'est-k-dire qu'il faudrait que la quantite 

d\k d\k 
dxk dxk ' 

put se mettre sous la forme 

Xa 9*{ .r* ) — Xjj 9a( ^A ), 

et, en outre, que toutes les valeurs de ^^(^a)* p^r exemple, fussent. 
identiquement les memes pour toutes les decompositions analogues a 
la pr^cedente. Si toutes ces conditions sont remplies, il existera un 
facteur integrant de la forme 

l^ = Zy Zj» . . Zm* ' • Znj 

oil z^ est seulement fonction de x,nf et les calculs qui precedent auront 
determine en meme temps les valeurs des fonctions 

lO. 
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Si nous considerons les deniiercs conditions rcpondanl aux cqua- 
lions [ft, k] = o, dies sont evidcminent plus nombrcuses que celivs 
fournies par les equations designees par le symbole [i,ij = o; raais 
ncltc plus grando multiplicite n'est qu'apparente, ct, si les condtltons 
repondant aux equations \i,k] = o sont salisfailes, celles qui soat 
relatives aux equations [h, k] = o, pour toutes Ics valeurs de h et de A, 
le scront en nieme temps. Ce fait, qui pourrait etre elahli direetement, 
resulte d'ailleurs immediatemcnt de eette consideration, que les equa- 
tions fournies par le symbole \i,k] =o, oij k prend Ics valeurs a. 
5, . . . , n. comprennent toutes les autres. Mais, sans nous (Hendre da- 
vantage sur ce point, revenons it la determination des fonctions a\. 



Les decomposilions precedentes nous ayanl donno les valeurs de 

f,{x,),,.., f„{x,„), <pn{xn)t nous aurons, en general, pour l;i 

determination de z„, 






■'P-{^».}, 



c etant une conslante; et, par suite, pour le facleur inlt^grani, on aura 
imm^diatement 



en rcpresentant par A une constante queiconque. 

Nous remarquons immcdialement que, si toutes les conditions de 
decomposition en facteuis sont salisl'aites, il pourra manquer cerlaines 
variables dans le facteur integrant, dans le cas ou quelques-unes des 
fonctions X , X„ satisfonl aux conditions 



(32) 



rfX* 
dxi ' 



dxk 



Supposons en particuiier qu'il n'y ait que celte condition (le satis- 
faite; en considerant liquation 



X.p.--X,p.-4--^ 
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dans rhypothfese actuelle, elle conduira k cette condition 

qui pourra etre satisfaite en posant 

si les autres decompositions donnenl les memes resultats pour 9^ ^t f «, 
les variables a?^ et x^ feront defaut dans la valeur dc /ui. 

Mais il peut manquer certaines variables dans /x, sans pour cela que 
les fonctions X,,..., X^, ^atisfassent a aucune des conditions (22). 
Supposons, par exemple, que 91(^1) = o; on devra alors avoir, pour 
les valeurs 1, 3, . . . , /i de I'indice m, 

rfXi rfX- 



(23) dxm dx, , . 

^ = ?«(^».), 

c'est-a-dire que la fonction representee par le premier membre de cette 
equation doit se reduire a une fonction A^x^. Telles sont les n — 1 con- 
ditions qui doivent etre satisfaites pour que la variable x^ n'entre pas 
dans la fonction \i, supposee d'ailleurs decomposable en facteurs. 

Si nous cherchons ce que deviennent les conditions d'integrabilite 
quand on suppose satisfaites les conditions de la decomposition en 
facteurs, on voit que ces dernieres comprennent les premieres, c'est- 
a-dire que, si pour deux quelconques des fonctions donnees on a 

les fonctions (fh{xf^), ^k[^k)y • • • restant identiques a elles-memes dans 
les diffiferentes decompositions, et cela pour toutes les valeurs des in- 
dices h et k, on aura aussi, identiquement, 

-. /rfX* £/X.\ ^^ (d\. rfXA ^^ (d\k d\k\ _ 
^'\d^.^'d^)'^^'\'d^^d^^^ 

ce que Ton verifie facilement. 



I 
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La coiisiilcralioD des seules conditioos (31) permuUra done tl'iitriniier 
que la ronclion proposec peuL elre integrec par la melliode du faclcur, 
ct qun ce facteur p'eul sc decomposer en un produil do fonctions de la 
forme consideree. Les conditions (a3} pcrmelLroiit inomc de determiner 
a priori les variables qui n'entrenl pas dans I'expression du facleur 
integrant. 

Dans ce qui precede, nous avons suppose que les fonctions donl le 
produil composaii le facleur integrant ne renfermaienl cliacune qu'une 
seule variable; mais on peut se proposer de leclierober en general les 
conditions qui doivent etre satisfaites pour que /j. soil egal a un produil 
de fonctions ne contenant cliacune qu'une seule variable, et d'une 
autre fonction des variables non comprises daos les premieres, c'est- 
ii-dirc que la forme supposec de /jl est la suivante : 

u. = z.Z:-..z„f{x.^.,.....T.,). 

On trOLivei'ail, en procedant comme precedemment, une serie de 
conditions de la forme (34), et qui s'en deduiraient en faisanl h— 1. 
et donnant k k les valeurs 2, 3,. . . , m. Quant aux equations repondani 
aux valeursm h- i,/n+ 2,..., n, de A, A restant loujours egal a I'unite, 
files donnent 

' / dxi ' z, dx, dx, dxt 




cii rcmarquant que 



• if 

-J dx: 



Mais le piemier membre de I'egalit^ obteniie est de la forme 

X,F.(a-™+ ,xi,...,x„]; 

done il faudra que Ic second meuibre puisse se melli'C sous la menie 
forme, et cela pour toutes les valeurs de k, depuis m h- \ jusqu'a n. Si 
ces conditions soni satisfaites, on aura, pour determiner la fonclion /, 
Tequalion 
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et, par consequent, on conniiitra Ics (ierlvties do la fonctlon log/ pRv 
rapport h scs varial)les : In fonrtion/sera done donnce par unc siniptf; 
(juadralurp, ei Ton aura 



bi 



- \oy,f: 



ft. par suile, 






les fonclions f ctanL analogues a celleif qui se presentent dans le cas 
iixamine prpredemment. 

Dans le cas oil tjuelques-uncs des fonctionsX satisl'eraient aux con- 
ditions {32), on pourrail, en suivanl la marche deja suiviP, cliercher 
ce (ju'ii en resullerait pour la composition du facleur; mais ce qui pre- 
cede sufifil pour le faire prevoir : aussi nous nous conlentcrons d'in- 
diquer celle analogic, eioyant inutile d'enlrer dans de plus grands 
developpenicnls a ce sujcl, non plus cjue sur la marclie a suivre pour 
determinei' a priori la forme du facleur integrant. Nous terminerons 
res recherclies par des consideralions qui se ratlaciienl immediatement 
aux-condilions d'inlegrabilite des expressions dlfferentielles par la 
metliode du factcur. 



^ VI. — Sur r integration d'tine classe d'equathns lineaires 
siimiltaiiecs aii.r di'rm'i's particlfes du premier ordre. 

Si nous considerons les conditions d'inlegrabililt'' representees en 
general par I'equation symbolique {m, h, k\ — o, nous voyons que ces 

conditions exprimcnt, soil enlrc les fonctions X,, Xi X„, soit enlre 

les variables x,, Tj, . . . , x,„ des relations donl la consideration pent 
intervenir dans diverses questions se rattaclianl plus ou moins elroite- 
menl a la llieorie de I'integralion des expressions differenlielles, Ainsi, 
par example, les conditions non salisfailcs expriment pr^cisemenl lef^ 
relations qu'il faudrail etablir enlre Ics variables, jusqu'alorssupposees 
independantes, pour que I'expression proposce dcvint integrabie. On 
pent aussi considcrer cos relations comme definissant cerlaines des 
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t*(jin:lioiis X tn fuiiclion des autres, et c'esl a cc point dc vue que nous 
alloiis nous arretcr, parce qu'il nous conduira a un resullat general 
|)Our t'inlegration des equations simultanees lin^aires d'une certaine 
forme. 

Le probleuie que nous nous proposons de resoudre est ie suivaiit : 

^lant donnees m/onclions X,, Xj X,„ de n variables indepen- 

danles, n^m, on propose de trouver n — m nouvelles fonclions X,„+ ,,..., X„ 
des m^mes variables, et telles que I'expression 



\xJx,-'r- \,dx.-^-. .-+- X„f/3r„, H 



- X„ c!t. 



soil inte'grable par ie/acleur, les fonclions donnees satisfaisaiil d'aiUeius 
aitx conditions [h, k, I] = o, oil h, k et I prennent successivement toutes 
les valeurs i, 2,. . ., m. 

Proposons-nous tl'abord lii determination deX,„^_,, et chcrclions pour 
cela le nombre et la forme ties equations auxquelles cette fonclion doit 

saliafaire. Toutes les relations entre les fonclions X,,---, X„, X„ 

s'ohlienneiil de la formule [i,h, Xj — o, oil A et k prennent toutes les 
valeurs de la suite i, 3,.. ., n; on aura done toutes lea relations qui 
conliennent X,„^|, en supposanl, dans la formule consideree, i = m-f- 1, 
el donnanlaAles valeursa,3,..., m. On voit done que la fonclion X„*, 
aura a salisfaire a m — i equations de la forme 



/*=X. 



f d\i 

idXm*i 



d\.^, 



-X* 



( d\„^, 
\ dx, ■ 



<lx^ 



-X„^., 



.dx. 



dx,, 



les seules varia'blcs considerees comme telles. dans la rerherclic de X„^, , 
sont X,, a?a, . . . , x„, les derivees de la fonclion cberchee qui entrenl 
dans ces equations n'etant relatives qu'a ces variables. 

La question est done ramenec a la forme generale suivante que nous 
avions en vue : 

Inlegrer un sysleme rfp m — i equations lineaires, a m variables, de la 
forme 

. _-. d^ dv (d\, d\A d\, rfX, 
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ou h doit prendre les valeurs 2, 3, . . . , /n, les/onctions X,, Xa, . . . , X,„ 
satisfaisant d'Ailleurs idenUquement a des conditions de la forme 

\ dxi dxk I \ dxk dxi ) \ dxt dxk ) ' 

ou h, k^ I prennent toutes les valeurs i , 2, . . . » m. 

Nous allons dcmontrer que les equations precedentes satisfont aux 
conditions d'integrabilile, c'est-a-dire que, pour deux quelconques 
d'entre elles, 

on a . 



I = m 



Tel est le resultai general que nous nous proposons d'etablir, apres 
quoi le probleme qui precede se resoudra en suivant les methodes qui 
ont He developpees a cet effet. 

On remarquera d'abord que les equations considerees contiennent 

la fonclion dans les coefficients. Pour la faire disparaitre, on posera 

iv = u^ t etantune variable nouvelle et u la nouvelle fonction cherchee; 

on aura alors 

dv \ du du 

dxi ~" I dxi ~~ dt ' 

en posant -.— =Ph '^^P* '^^ equations /a= o 01/^= o deviendront 



, ^, ^ X, Xa /rfX, dXk\ ^ Y ^^* , Y. ' 

J, X, X* /fi^X, rfXi\ Y 



rfXi „ d\, 



rfX, 

= 0, 



^ +Xi 



dXm^x (iXm-+i 



=: O. 



En tenant compie de la relation identique 

Jnnales scientifiques de l*£cole Normals sup4rieure. Tome VII. I I 
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OQ (leduil de (26) et (27) Tequalion (29), qui est une consequence (Jes 
precedentes, 



X* ld\k d\k\ ^ d\k . V d\i 



('•9) /*" = T/"-T^*-te-rf^)/'-^*S^.-^^* 



= O. 



«-*-i 



dx 

Des valeurs de//i et/t, on deduit 

idf, dX,d\, dfj, \k dfk X. dfK .>, .^ 

1 a/; aj^A «a;, dpt t dpu. i dpi ^ 

(3o) < 

rf/1 rfX, , rfX* rf/1 X* r//i X, dfk .^ , .^ 



rfp c/j;* rfj;, rf/?, / dpk t dpi 

D'apres ces valeurs, on voit deja que I'expression (a5) se r^duira aux 
termes suivants : 

el nous avons maintenant a calculer les valeurs de 

df,^ dfk^ dj^^ rf^^ dfk^ dj\ 

dt dt dxx dxx dxk dxk 

On a immediatement 

i dfk X, _ X* 



Tt —- -F P'-^ T P" 



(32) 



dx, dx, I dx, I P dx,\dxi dx,} dx,\ 'dxm+, ' ^dxm+,)^ 

c^ ^'j^ PJ _dj^ P: _ d /d\, _dX,\ rf /v rfjt*^_x ''\, \ 

dx, dx, t dx, I " dx,\dxk dx,) dx,\ 'dxm+, ffx„+,/ 

dxA dxk t dx,, t P dxi\dxi dx,} dxk\ 'dx„+, ' Vx„+,/' 

I ^^dy^pk_d\kp^_ _rf/^_'/M d /^ d\K y^ d\, \ 

. dxi dxk t dxt t " dx\dxi, dx,) dxk\ 'dx„+, dx„+,) 

Si nous substiluons maintenant les valeurs (3o) et (32) dans Tex- 
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pression (3i), nous obtenons un resultat de la forme 

(33) (/a/*) =. P/> -I Qp. + R/>,4. Sp,-t- T, 

et nous allons nous proposer de calculer les valeurs des coefficients P, 
Q, R, S, T, ce qui se fera en supposant les subslitulions effectuees, et 
cberchant separement les termes contenant/),, /?a,/^a» Pf ou ceux qui 
sont independants de ces quantites. En operant ainsi, nous trouverons 
d*abord 

p :^ i fx. — (^' - '^-^] + X* -- f — ' - "^-^^ 4- Xa -~ (--' - —W' 

t\_ ^ dx\d.Th dxk) dxx\dxx dxk) \ dxt\dx^ rfjr, /J' 

et, si Ton tient compte de la relation obtenue en derivant par rapport 
a Xi Tequation 

(34) [,,A,/i]^o, 

la valeur pr^cedente deviendra 

1 fd\, d\A rfX. dXt rfX. dXk rfX, rfXV 



"^> '.=m 



On trouvera ensuite 



dxk dxx dxh dxk dxx dxk dxx 



(36) = ^1 X,3j--X,^+.X,(^-3j;jJ, 

(38) s=i[-x,g;..x,g- x,(g'-g)]. 

Enfin, pourT, on aura 

' / L '' dxx\ ' dxm^x * dxn^^x I ' ' dxk \ ' dx„^x ' ^ fl^:c«,+, / 

_ X — /^ X — — — X -^- "^ -I- X — /^ X -"^ — X --— "^ 1 • 
^ dxt\ ^ dxn,+x ^ ^dx^+x) ' * dxk\ ' dxm+x ' ^dx„^i)j' 

en effectuant les differentiations indiquees, et groupant convenable- 



1 1 . 
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iTient les termes obtenus, on aura 

' L ' Cl^m^i \ dxh dxi I * dXm^x \ dxx dXh J 

rfj;, \ * dxm-f-x * rf^«+i / ' \ dxk dx^y dxk dx„^t } 

rfj;«+, L * dxx '* rfjT, ' \ dxh dxk I J 

iMais la premiere partie de cette expression n*est autre que la suivante 

' \ dx„^, \ dxk dxk I dxm+x \ dxt dxk ) dxm^t \ dxk dx, ) J ' 

d'oii, par un arrangement convenable des termes, on aura 

/T— — ^^' ( \ ^Xa __ ^ dXk \ ^ / rfX, rfX^ _ rfX, rfXit \ 
"" rfx, \ * dxm^t * rf^iH-i / ' \ dxk dxm+x dxh dx^^y ) 

c/^«+, \ rfor* dxt ) ' rfx«+, \ dxx dxh J 

rfX. U rfXA_^^dXi ^^x. f— *~ — *^1. 
I L dxy dx% ' \ dxk dxk ) J 



dXi 

iMais on a, d'apres Tequation (34)» 

-. d\k V ^X* , -, /cfX* c/Xa\ 

A* -1 A* -J h 2 A, I -1 -T — ) 

axt dx% \dxk dxk J 

\ *rf^A *flte*/ *\rf^i rfjTA/ ^\</x* dx, 

ce qui nous donne enfin, pour T, la valeur suivante : 

ij^^V d\J^^ d\k ^^ dXk \ ^ X /rfX. rfXA rfX. d\, \ 
I ^L dxi\ ^dxm+i ''dxm+ij \dxk dxm+x dxkdx^+J 

^3o)/ -+- ^X, /^ rfXi y rfXA /-. rfXA y rfXi \ / rfX, r/Xj 

^^1 c^J:m+i\ *rf^A *rf^»/ \ 'fl^^«+i ^dxm+i)\dxk dx, 

\ ax«-H, ax„+,/ \ dxf, dxy ] J 
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Cette expression pourrait se mettre sous une forme plus symetrique; 
mais, pour Tobjet que nous avons en vuc, il est preferable de la con- 
server sous cette forme. 

Si maintenant nous multiplions les Equations (26), (27), (29; res- 
pectivement par 

dxk \ dxh dxx I * 

dxh \ dxk dxi I ^ 

_rfX, 
dxt 

6t que nous ajoutions les produits obtenus, nous aurons un resultat de 
la forme 

P> -H Q>. -+- R>» 4- S>3 H- T' == o, 

ft 

et si nous cherchons les valeurs des coefficients P', Q', R', S', T', nous 
trouvons qu'elles sont les suivantes : 

P'=:/P, Q'=/Q. R'=:/R, S'=/S, T=ztT; 

d'ou il suit que Ton a bien, (33), 

ce qui demontre que les equations du systeme considere satisfont a 
toutes les conditions d'integrabilite, comme nous nous proposions de 
I'etablir. 

Pour terminer cette elude, nous donnerons quelques exemples de 
determination du facteur integrant. 



§ VII. — ^Applications, 

Premier exemple. — Soil propose de determiner le facteur integrani 
de r expression 

(i) Xi(x2—i)(x3— i)dxi-^' x,[Xi— i){x,~- \)dxt'\ X3(x,~ i){x,- l)dX:, 
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Divisant par x^ [x^ — i) {oo^ — i), on aura 

posant 

X = I X — •^'^^'""" ^) X = ^^^^'"""'^ 
'"" ' '"~ j:,(a;'— i) ^ x,(^3— i) 

on verifie immediatement que la condition d'integrabilite representee 
par le symbole [i, 2, 3] = o est identiquement satisfaite. D'apres ee 
que nous avons vu, nous aurons a integrer les equations simultanees 
suivantes : 

. ~ » jri( JTi — i) Xi ^.^ ( ^1 — ' / ^ _i_ ^* 

XiiXt—l)' X^(Xi—l] Xi(X3—1)* X^{Xl—l) 

et, pour effectuer celte integration, nous suivrons la methode generale. 
Le systeme auxiliaire dont il faut chercher une solution commune est 
alors le suivant : 



dxi Xx[Xt— i) dxt 



/ pxX2 ix^ \ df 

\x\\xi--\) X\[X2—l)) 3^,' 



^ _ rff __ ^3(^.-1) df l__Pt_X, 23^3 \ df 

dx3, Xi(Xi~-\) dxx \x\(Xi'—\) x\(x^—i)l dpi 

et Ton trouve que ccs deux equations sont salisfaites par la solution 

Egalant cette fonction a une constante a, on en deduira, ainsi que 
des equations (3), les valeurs 

axx I nx-i aXi 

' X\ — I Xx[Xi — I J ' Xi — I X^ — I 

consequemment, en appelant |x le facteur cherche, on aura 

lOgp. = /(/?, dx, 4- /?, dx^ -f- /?3 rf^a) + b, 

b etant une constante; d'oii 
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La fonclion inlegrale, consicleree dans toute sa generalite, s'obtiendra 
au moyen d'une serie a termes enliers, et dont le nombre limite depend 
de a. Dans le cas simple ou Ten altribne a In conslante arbitraire a 
Tunile pour valeur, on a 

pour Texpression correspondante de la fonclion cherchee. 

Nous presenterons encore quelques applications tres-simples, en 
nous bornanl a quelques indications somniaires. 

Nous designerons toujours par jx le facteur integrant, par u la func- 
tion cherchee, par a ei b deux constanles arbitraires, et enfin par e la 
base des logarithmcs neperiens. 

Deuxikme exemple. — Soil l^ expression 

dxi H ^ dXi 7 dXi, 

Xi ^ x^ 

En appliquant la methode generale, on trouve 



b fx]Xi\ * h ix\Xi 

Xx\ Xi J a -\- \ \ x^ 

L'expression proposec est immediatement integrable en la multipliant 
par —J et Tintegale est alors 

, X . Xt 

Cette valeur parliculiere du facteur rentre dans la solution generale, 
en attribuant aux constantes les valeurs suivantes : 



-'='(""-i?'r '^-Cir 



lOS-^ 



Tune de ces valeurs etant fonction de I'autre. 
Troisieme exemple. — Soil Vexpression 



V X X X 

dxx H dxi *—-^ dxi '- dx\ 

2 wtT] X\ Xi 2X1 Xx 
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On trouvo 
el 

Ce resuUat est obteDU en suivant la melhode generate d'integraUon; si 
Ton avait employe la methode particuliere aux equations lineaires, on 
aurail trouve 

u = jr, Xt 9( x; X: — X J x,). 

resultat qui Concorde avec le precedent, z. etant une fonclion arbitraire. 
On reconnait d*ailleur$ immediatement que Texpression proposee 
devient une ditTerentielle exacte quand on la multiplie par 2x, x^, 
valeur particuliere du facteur qui rentre dans la Tormule generale que 
nous venons de donner. 

QuATRiEME EXEVPLE. - Soii I ' ejcpressioFi 

X XXX Xt X X 

f/.r, 4 — ; — '■ rfx, -! ; — '■ dx -i — ^ cotaHi! — rfx, ^ colang ~ rfx». 

X, logx, Xi Xj logx. Xj Xi " Xj x; ^ x» 

On trouve, en suivant la methode generale d*integration, 

'jt — — ( x,.locx:X,.sin— I el u= (Xi.logXsXj.sm— ] : 

X. \ ^ Xi/ a — i\ ^ Xi/ 

en appliquant la methode relative aux equations lineaires, on trouve 



= — o 1 X. . logx: x^ . sin — I • 



Entin, en multipliant Texpression proposee par —« on reconnait qu*elle 

X| 

flovient la ditTerentielle exacte de la fonction 

log ( X,. logx, Xj. sin — ) • 

qui est comprise* ainsi que la valeur particuliere — du facteur inte- 
grant, dans les formules generates qui precedent. 
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Par M. DIDON, 

PBOFBSSEUR A LA FACULTY DES SCIENCES DE RENNBS. 



I. 

X„ designant la foQction de Legendre, definie par le developpement 

rintegrale double 

dans laquelle les variables x el y soul limitees par la condition 
x^ -hy^Sif est nulle, toutesles fois que n etn' sont differents. La pro- 
position est evidente, ai Tun des nombres n^ v! ou tous les deux sont 
impairs; je supposerai done /i= am, n! = am'. Calculons done I'in- 
tegrale 

V' I — x^ — y'^ 

dans laquelle les variables satisfont encore a Tinegalite ;r'4-y^-i 
(condition que je ne repeterai plus pour les integraiesqui vont suivre), 
et oil p designe un nombre entter positif. Si Ton integre d'abord, par 
rapport \y^ elle devient 

AnnaUt scientifiquet de I'Ecole Normale tupirieure. Tome VU. 11 
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et, par consequent, d*apresune propriele hien connuedes tbnctionsde 

Legendre, elle est nulle si p est inferieur a m, et egale, dans le cas oil 

/> = m, a 

, , 1 .3.5. . . (2m — i) 

■ (2m-t-i)(2m-t-3)...(4/w-4- 1) 

Le iheoreme annonce se trouve done demontre, et Ton voit de plus 

que 

rr2 ^.^iX«(r )^;^^ ..3.5 (am-,) . — 

J J y/|__^a_-ja "^ 2.4.6 . 2/n ^m-^i 

De cette derniere egalite on conclut 



2 



V / K , i.\. 1 .3.5. . .(2m — i) I 
^ ^ / ^ ^ 2 4.0. .am 4^^ "•" ■ 

= — J (' + «*) 'rf«, 

si I'on pose slab = a. 

Considerons plus generalement le developpement suivant : 

(2) (i — 2flx-4-a»r'*~' = y a"P„(a:), 

oil fx. represente un nombre entier positif quelconque. 

En differentiant /x fois, par rapport a x, regaiite (i)» on est conduit 
a la formule 

1.3.5. .[ia~-i)af-(\—iax -^ a}) ^ ^ = \ a" — A; S 

qui,%omparee a (2), donnera 



P.(^) = 



d^\^^[x) 



1 .3.5. . .{2^ — • i) rfj?!* 

P„(a?) est un polynome du degre n en jr, dont tons les termes ont 
des degr^s de meme parite, on en conclut I'egalite 



(3) 



fJ?.[x)V^{X)(x^x'^y^f-'^dxdy = o, 
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SI Tun des nombres /i, n' ou tous les deox sont impairs. Mais je dis 
qu'elle a aussi lieu dans le cas oil, n et v! 6tant ^gaux aux deux noni- 
bres pairs am et irrtl^ m et in! sont differents. Pour 6tablir cette pro- 
position, jecalcule 



// 



Pai«(^)r*'(i--^*~r') ^dxdx\ 



p est un nombre entier positif. En integrant d'abord par rapport a v, on 
obtient 

1.3 5 . (20-1)1. 3. 5. ..(2a-i) r-^' , ,, ,^_^ . 

2.4.6. .. (2/> -h 2/Jl) J_, ' 

f/integrale definie, qui entre dans cette expression, est egale a 

___L — ^ r- ^-wx) ,^ 

1 .3.5. . .(2/yL-- 1) J_, dx^ 



ou a 



(-1)'^ C^' , .rfMi-^M^, 

1.3.5. . (2^-1) j_, ^'-^i^l^J 3^;; ^-^5 

par consequent, comme — 3^^ est du degre 2/> -h fx, elle est nulle 
si /I est inferieur a m, et si /i = m elle est 6gale a 

2(~- l)*' 1.2.3... (2m H" 2ftl) 

1.3.5. ..(2/1 — \) 1. 3. 5. ..(4/71 + 2/1-4-1) 

On deduit de la que Tegalite (3) a lieu dans tous les cas oil n et n' sont 
differents, et, en outre, que 



// 



P*, (x) P« ( j) ( 1 - J?' - y'T ' dx dy 



_ „, , .V, (aa-n)(a(;t + 3)...(a|u-( - a/n — i) i 

2 7i ( — in 7~~n ~~~ 7 

2.4«o...am ^m'-\-7ni -\- \ 

Par consequent on a 



// 



(i — 2ar -ha»)""^«(i — afcr-^-fr*)"'* * (i --^' — J')** ^ dxdr 



m ^ -t- M 



^ 2.4 o. . . ,7.m ^m -h 2|y. -h I 

12. 
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La somme precedente, quand on y faitya^ = a, peut s'ecrire succes- 
sivement 



271 



ix^ Jo Amd 2.4.6...?.m 






^ J" «'^(i + «<)-"-' rf=c. 



II est a remarquer que Ton suppose, dans la sommalion pneeedente, 
a plus petit que i . 

IF. 

On connait le developpement suivant : 

— log [i — lax -h a') = 2 > — cos(/iarccosx). 

cos { n 3ro cos jc \ 

Pour abreger, je representerai la fonction — ^^ par R„ (x), 

de sorte que Ton aura 

(4) — log(i— 2ax -^ fl>) = 2 \ a"R«(^). 

En differentiant jx fois, par rapport a x, cette egalile, on obtient 

ou bien 

OU enfin 
si Ton pose 

^"^^^~ 1.2.3. ..(/:x-i)2»^-» dx<^ 

Je vais demonlrer que Tinlegrale 

(4) J jQn(x)(iAr)(^ - ^' - r'r~'dxdx 



^ ' I.2.3.. .(a— i)2»*-'^ dxi" ' 



d^K^^ix) 
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est nulle toutes les fois que n et n! sont differents, et j'en irouverai la 
valeur dans le cas de/i = n'. CommeQ„(a7) eslun polynomedu degre/i, 
dont les degres des divers lermes sont de meme parite, Tinlegrale 
precedente sera evidemment nulle, si Tun des nombres /i, n' ou tous 
deux sont impairs. On n'a done qu'a considerer le cas de w = a/w, 
n' = 2m'. Calculons 

i j Q^m[x)x'P(\'-' x^ — r' Y'' dx dyy 

oil p designe un nombre entier positif. Integrant d'ahord par rapport 
a J, on transfonne cette expression en 

2^-4-,)(2/>-h3)...(2p-f-2^~i)J_, v.-.(^jli xr ax. 
La derniere integrale definie etant egale a 

[ r "^ ' rf^ cos[(2m-hfx)arccosj:] ^ _ p^,- i ^^^ 



1 .2.3. . .(fX — i)2"*^' 2m 

ou encore a 

I 2.3. . .(fA— l)2»'-' 2m 



I cos[(2m-h/z)arccos^] rf>*(i — o;*)'^'' ^ dx. 



on voit immediatement, d'apres une propriete bien connue des lone- 
tions cos (/I arc cos a?), que, si p est inferieur a m, cette integrale est 
nulle, et qu'elte est egale, si p = m/dL 

^ ' — - (2m -hjtX-h l) (2m -+- a -h 2). . .(2/W -h 2]Ut — l). 



1.2.3. .(/X — l) 2'^'»*" 

On conclut de la que Tintegrale (4) est nulle toutes les fois que n 
et n' sont differents, et que Ton a 



//' 



Q« ( ^ ) 0« (r ) ( « - ^' - J' )""' dx dy 

^^^ ^" ' ■ - 

*i.2.3.. ((X — i) 2 m -ha. 
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En particulier, si fx = i , 

r r sin(yiarccosj:) sin (n' arc cos /) ^ i _ 
J J ^i — x^ Vi — .>'* 

n etant difTerent de n\ ou bien 

I I sin(n9)sin(n' cp'jrf^rfo' = o, 

les variables f et f ' 6tant assujetties a verifier Tinegalite 

cos*<p -+- cos*9'< I. 
L'integrale double 

j I (i — 2ax4-a')-''(i — 26/H-6*)-''(i — X'— r')'^'rfxrfv 

est egale a 

1.1.3 ... (/x — i) ^ 2m-4-a 



m =0 



Cette quantite, si Ton pose {ab)^ = oc, peut 6lre ecrite successi- 
vcmenl 



!»=! + • 



1.2.3. ..(/JL— I) rfo*-' Zrf ^ *^ 



2m-f- a 

m = o 



I .2.3... (fX I) (/«»*- 



^.[(^=r>Y<-^^] 



Si fJL est impair, la somme infinie qui entre dans cette derniere expres- 
sion sera egale, au signe pres, a arc tang a, diminue des ^^— premiers 

termes du developpement de cet arc tang, suivant la puissance crois- 
santede \/a; si jul est pair, cette somme sera egale, au signe pres, a 

- log (i H- a), diminue de la moitie des ^ — i premiers termes du de- 

veloppement de log (i 4- a) suivant les puissances croissantes de a. 
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in. 

Ainsi, en resume, on vient de irouver la valeur de Tintegrale double 

dans le cas ou /x est un nombre entier positif quelconque, et ou a et 6 
sOQt moindres que Tunite, et on a reconuu que cette valeur ne depend 
que du produit ab. Ce dernier resultat est une consequence des pro- 
positions que j'ai etablies dans ie tome V de ce Journal, relarivement 
aux polyndmes Y a un nombre quelconque de variables. Les fonctions 
V,„,iM'.m^, .. '^ P- variables proviennent du developpement 

(6) [i — iax — 16/— ac3 — ...-h a'-+-fc* -he') * = 2a"6*'c*'...V«,«',i„//.. . 

Considerons les fonctions Vo.o.o....»V|, 0.0. .»V2^o,o... .»•..» V;„,«.o,... dans 
lesquelles les premiers indices forment la suite naturelle des nombres, 
et les autres sont nuls; la somme qui leur correspond est 2a'"V,„,o,o, ..• 
Quand on Ta extraite de 2a^6'"V''"... V,, ,,' ,„^, . tons les termes qui 
restent contiennent evidemment en facleur ou 6, ou c,.... Done, nvi, 
dansTegalite (6), on fait A = 0, c = o,... il vient 

et la fonclion V„,,o,o.. . "® depend que de x el est le coetBc/ient de «'" 

dans le developpement de (i — 2ax-ha^} ' suivant les puissances 

croissantes de a; de meme, \oM,o„.. »era le coefficient de b'^ dans W 

^^ 

developpement de (1 — 26/4-6^) \ ou celui de a**' dans le develop- 

_? 
pement de (i — aa^-h a*) ' suivant les puissances croissantes dea. 

Or, j'ai demontre generalement que 
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(juand m -h m' -f- w" -f- . . . est differen! de n -+- /i' -f- w " -f- . . . ; done, si 
m e! m! soni differents, on a 

En d'aulres lermes, si Ton pose 



!* 



(i — 7.ax -\- a}) '=2a*S„(^), 
on aura 

les variables etant limitees par la condition a?*'* -h r' -4- z* +... l^i, 
quund n\v! , 

Si Ton integre ie premier membre de Tegalite precedente par rap- 
port aux variables autres que x et 7, et si Ton supprime un facteur 
constant, cette egalite se transforme en la suivante : 



// 



-—I 



. .. S„(j;)S^(/}(i— 37*— j^r dxdri=o. 



On en deduit immediatement que Tintegrale (5) ne depend que 
de ab. 

11 serait interessant de calculer plus generalemeut Tintegrale mul- 
tiple 

X (i — ^a'x — 26'/ — 2c'z— . . . -+- fl'»-4-6''-l-c'*) * dxdydz. . . ; 

mais cette question semble difticile a resoudre. 



NOTE 



ROTATION DES CORPS SOLIDES, 



Ptii M. R. RADAU. 



\ 



Dans nil travail publie en i86g {Annates de t'E cole Normale stipe- 
rieure), j'ai critique un des resultats que renferme le Memoire de 
M. Sylvester Sur/fl rotation des corps solides. Le savaol geometre nnglais 
coDsidere un ellipso'ide materiel dout le eentre est fixe, et qui roulc 
sur un plan resistant. J'ai cru comprendie qu'il posait en principe. 
qu'un parell ellipsoide devait tourner sans glisser autour du rayon 
niene au point de contact. M. Sylvester repond que j'ai mal interpiclii- 
sa pensee : il a voulu dire que la rugosite du plan empeclie le glis^c- 
nient de se produire; c'est ce qu'il indique par les mots upon an inde- 
finitely rough plane. Puisqu'il faut entendre de cette maniere le Ipxic 
de M. Sylvester, je reeonuais que ma critique est sansol)jet, et que son 
calcul est exact. Voici d'ailieurs le raisonnement qu'il emptoie. Suil J 
le couple de la resistance o6%He du plan (qui, par hypotliese, suflit a 
empccher le glisseraent); soient p„ q,, r, les trois rotations actuclk-b 
de I'dlipsoide, et X, (l, v les cosinus des angles que I'axe de ce couple 
I'ait avec les axes principaux. Ton aura 

ip,^lj.g, + vr=o, 

puisque I'axe du couple est perpendiculaire a I'axe inslanlane. 
Les equations du mouvement sont de la forme 

A,^-(B,-C,)?,r, = JJ 

i/i'/uei dc I'Ecolr IVurmaU lupSncure. Tome VU. l3 




9^ MOTE SUR Lk ROTATION DES CORPS SOLIDES. 

el (lonneDt I'integrale 

A, p] -f B, gj H- Ci rj = const. 
Pour im corps libre, on aurait 

d'ou 

Ap'-\- Bq' 4- CH = H, A»/>'4- B»g»-+- CV'= K». 

En supposant que Tellipsoide materiel est semblable a Tellipsoide 
central du corps libre, on peut prendre 

I I I I ^ I I 

^' = B^C' ^' = C"^a' ^'=^5^5' 

ou 

Soil alors p le rapport des temps infiniment petits pendant lesquels 
les ellipsoides tournent d*une meme quantite angulaire, on aura 

A.j>?H-B.g? + C.r; _ 
P k,p'-i-B,q'-hC,r' ^°^^^" 

et Ton pourra faire p = i, ce qui revient h confondrc les vitesses p, 
9, ravec/>,, ^,, r,. On trouve 

,, (B- C )(B + C -A) 

les resistances normale et tangentielle (P et F), ainsi que le rapport 
P : F, s'expriment en fonction d'une seule variable, qui est la vitesse 
totale CO, ou bien le rayon de contact R, 

F _ ^pqr (A--B)(B-C)( C - A) _ mR*-h/iR»H-/ 

ABC VH'K»-H ' R^K'-H ' 

oil m, n, / sent des constantes, et Ton peut chercher le maximum du 
rapport F : P, ou bien le minimum du coefficient de frottement n^ces- 
saire. 
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Par M. STEPHAN, 

LOBsenvATOiBE e 



Avant d'aborder le recil de noire voyage, nous exposerons brifeve- 
tnent quel etnit sod but principal, et dans quelles conditions il ful 
uiitrepris. 

A toutes Ics epoques, les eclipses totules de Solei) ont eveille dans 
le public et dans le monde savant ties preoccupations diverses qu'ex- 
pliquenl ; d'une part, leur rarele pour chaque point du globe, la per- 
Uirbation apparente qu'elles amenentdans ford re regulierde la nature, 
la beaute grandiose du spectacle; de I'antre, les moyens qu'elles offrcnt 
pour le controle et la rectificatioo des Tables du Soleil et de la Lune. 
Mais cette curiosile, un peu banale jusqu'alors a fait place, dans ces 




(*) Les persimnos (]ul ont suivi le d^veloppemeut dcs 6tudes scienliliqucs a I'flcale Nor- 
(imle flepuis un n-rlain nombre d'ann^es auront remarqu^, sans doule, que la direction de 
I'eip^ilion Tran^aiEe puur I'ubservation de I'lklipse lotale de Soleil du i8 au6( 1868 a 616 
conRiie a irais jeunes savants sorlis do cctte tcoh : MM. Stephun, Rayet et Tisscrand. Cette 
rirr«ns(ance est trop k I'honneur de I'Scole Normale pour que la reaction de ces Annale^ 
conserver le souvenir, en insurant dans cc Hecueil le Irto-inl^reasant r^tt 
que M. Slephati a bien voiilu r^digfip » sa demande. L. P. 

i3. 
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lierniers temps, a un interet de I'ordie le plus eleve. Depuis nn quarl 
'ie siecle en effet, I'elude de ces phenomeoes, a I'aide d'inslrunienls 
pulssaats, a revele des fails enlierenient nouveaux el soulcve les pro- 
hlemes les plus imporlanls sur la constitution physique du Soleil. 

On savait qu'au moment oil le dernier filet lumineux disparail 
ilei'ritTe le disque de la Lune, celui-ci paraii entoure d'une aureole 
hrillaute traversee par des jets plus ou moins reclilignes en forme tie 
gerbes, d'uu eclat comparable a celui de la Couronne et auxquels on a 
donne le nom de gloires. Outre ces apparcnces dejasignalees, les obser- 
vateursmodernes, el en parliculier ceux de i843etde i86o,aper^uren( 
des especes de flanjines rougeatres, a contours biea defiois. disposees 
sur le pourtour de notre satellite en contaci avec le bord suivant les 
uns. flotlant a une certaine distance suivant les autres. 

L'annonee de ces falts extraordinaires, auxquels la variete des te- 
moignages, aussi bicn que I'habilete des observateurs, donnaienl une 
nullienticite incontestable, souleva les liypollieses les plus varices. A 
<|uoi fallait-il alUibuer la presence de ces protuberances rouges? Devait- 
on y voir un jeu de lumiere ou une realite objeclive, et, dans ce der- 
nier cas, de quelle nature etaient ces corps nouveaux? tenaieul-ils au 
Soleil ou a la Lune? En 1 860, MM. Y. Villarceau et Chacornac avaient 
execute des mesures tendant a faire supposorque les protuberances 
appartiennenl ait Soleil. Toutefois, on no pouvait fonder une opinion 
pi'-remptoire sur les resultats d'une seule obsci'valion. II etail done a 
soiibaiter qu'on put reprendre la question et I'etudier dans les meil- 
leurescirconslances avec I'experience des essaiw deja lentes. 

Le plus grand obstacle que Ton rencontre dans I'observation de ces 
pbcnom^nes consiste dans ieur peu de duree. Quels que soient le 
-sang-froid et I'agitite d'un observateur, il lui est impossible d'uliliser 
tons les instants coinme il le ferait pour un travail usuel. Force de 
partager son atlention entre ce qu'il voil, ce qu'il attend a coup sur el 
ic qu'il e.spere d'inopine. il lui faul d'un coup d'oeil faire la part de ce 
qu'il doit negliger ou considerer d'une maniere plus speciale. Les 
premiers moments sontdonc forcement sacrifies et les derniers utilises 
avec le plus de fruit. Il en resuite que I'importance d'une eclipse est 
d'auianl plus grande, que sa duree est plus considerable. 

Celle du 18 aout 1868 offrail, sous ce rapporl, une occasion excep- 
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tioiinbllement favorable. A cette date, la Lune dislaule de son perigee 
i\e 6 hcures seulemenl, presentnil un dlamijtre apparcDt presquc e;^al 
a son maximum, taiidis que le diametre du Soleil n'excedail son mini- 
mum que de 9 secondes d'arc; par cette double raisoti, Ja duree de 
I'obscurito complete devait atteindre jusqu'a 6 mioutes 47 secondes 
pour Ics points du globe les plus favorises. Line circonstancc aussi 
heureusc ne s'est pas pr6sentee depuis trois siecles. 

S'il elait a souhaiter qu'on ne laissat pas echapper una si belle oc- 
casion sans en tirer tout le parti possible, une difTiculte tres-grande 
mettait obstacle au zele des astronomes d'Europe : le ptienomene devait 
rester invisible pour cette partie de notre continent. Ea jetant les yeux 
sur la carte placee a la fin de ce Memoire, et qui n'est qu'une reduction 
de celle qui a ete publiee par le Bureau des Longitudes, on voit que la 
ligne de I'eclipse centrale passe pres d'Aden , traverse t'lndoustan 
qu'elte nttelnt k I'ouest un peu au-dessus de Goa, et a Test pres de 
Mazulipatani , coupe la presqu'ilc de Malacca, par une latitude de 
(2 degres environ, reoconlre la pointe du Cambodge, les Celebes et 
vient longer le sud de la Nouvelle-Guin6e. 

Or, dans I'elat de la science, on ne doit pas songer a observer les 
eclipses sans elre muni d'lostrumcnts puissants et d'une qualile eprou- 
vee. L'experience a montre que la plupart des idees fausses qui ont eu 
cours pendant longtemps, et qui ont amene des theories si bizarres sur 
la constitution du Soleil el de la Lune, prenaient leur source dans 
I'emploi, par les anciens ubservateurs, de lunettes imparraites et de 
[letites dimensions. II fallait done transporter dans une cootree loin- 
taine tout le materiel d'lin observaloire complet. Malgre les diificultes 
d'une telle entreprise, les gouvernements d'Angleterre, de la Prusse, 
de I'Autriche et de la France s'empresserent de fournir aux astronomes 
les moyens necessaires pour I'executcr. 

En France, deux expeditions furent organisees, sous les auspices de 
S. Exc. le Ministre de I'loslruclion publique. I'une par !e Bureau des 
Longitudes, I'autre par I'Observatoire de Paris. 

La premiere fut decidoe des le principe. M. Janssen, qui avait pour 
objet special I'examen spectroscopique des protuberances, la composa 
seul et choisit pour s'etabltr un point volsin de Mazulipatam. La 
deuxleme, sans negliger le c6te spectroscopique, devait s'oecuper des 



ma OBSEBVATIOH DB L ECLIPSE TOTALE DE SOLEIL 

plienomt;Des au point lie vue astronomique ordinaire. Sa formation cii- 
liainant des frais plus considerables, fut plus tardive; enlin elle fut 
resolue definitivement en fevrier i868sur I'avis d'une Commission dt- 
marins et d'astronomes charges de se prononcer sur son opportunitL-, et 
en cas d'afnrmative sur le clioix d'une station. 

La Commission designa comme lieu de I'observation celui oil la lignc 
de I'eclipse centrale coupe la c6te est de la presqu'ile de Malacca, par 
ii"43' environ. En meme temps, elle demandait, pour les depenses 
flu personnel, t'acbat des instruments, les modifications qu'on dcvait y 
appoi'ter, et leur transport, un credit special de 5o ooo francs. 1-a mudi- 
t'ite de cells somme doit surprendre; mais on avail fait entrer en iigne 
de compte !e concours eventuel de la marine fran^aise, qui n'a jamais 
fait defaut, quand il s'est agi des progres de la science, el le resuUal 
est venu confirmer cette prevision. 

Les raisons pour lesquelles on choisit la presqu'ile de Malacca sont 
lessuivantes. 

D'abord, le point adople est, en lerre ferme, celui oil I'eclipse devait 
atleindre sa plus grande duree; d'autrc part, les Allcmands devaientse 
fixer a Aden, les Anglais pres dc Mazulipatam ; M. Oudemans, de Bala- 
via, dans les Celebes ; la France, en se pla^ant dans le volsinage de nos 
possessions de Cochinchine, completait d'une maniere avantageuse unc 
I'baine de points reguliercment cspaces sur le parcours de la Iigne 
i-entrale, Dans I'impossibilile de s'inslaller a la pointe du Cambodge, 
dont les c6tes marecageuses el garnies de paletuviers sont inabordables, 
on ne pouvait besiter qu'entre I'ile de Poulo-Condor (* ) et la presqu'ile 
lie Malacca. Aucune de ces deux stations n'olFrait a I'avance unc grande 
probablite de beau temps. Toute cette region est fortement soumise a 
I'influence des moussons, et pendant cellc du sud-ouest, qui com- 
prend le mois d'aout, Ic cici est generalement convert et pluvieux. 
Opeudant M. Aubaret, qui liabita Bong-Kok pendant plusieurs an- 
nees en qualite de consul de France et qui eut occasion, a plusieurs 
reprises, de naviguer sur le golfe de Siam, alfirmait, en se basant sur 
son experience personnelle et sur les assertions du capitaine anglais 
iiicbards, que, pendant le mois d'aoul, la cote occidentale du golfe de 

(') I.C ciei en restfl coiivort i Poulo-Condor penrJant loule la durSe de I'telipsp. 
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Siain jouit en general d'un plus beau temps que la c6te opposee. Enfiu 
le poini design^ se trouve abrile par une haule cliaine de montagnes 
parallelcs k la c6te, les monts tie Kow-Luang, que Ton jugeait devoir 
arreter les vapeurs venant de rouest. Ces difTerentes considerations 
tirent donner la prelerence k !a presqu'ile de Malacca. 

Le personnel de I'expedilion n'etait pas eucore compose. M. le 
Minislre, par rinterniediaire de M. le Directcur de I'Observatoire, me 
fit oiTrir d'en prendre la tonduite. J'acceptai, et bienlfit apres je decidai 
mes amis, MM. Rayet el Tisserand, k m'accompagner. 

Nous elioQs a la fin de mars : une depeche fut cxpediee u la bate a 
M. !e conlre-amiral Ohier, gouverneur de Cochincbioe, pour le prier 
de faire explorer la cote de la presqu'ile et de transmettre a la cour de 
Siam I'antioncte de notre procbainc arrivee sur son lerritoire. Par le 
premier courrier qui suivit, on envoya des instructions detaillees sur 
les travaux preliminaires k execuler. 

II nous restait a peine deux mois et demi pour les preparatifs. 
M. Eicbens, I'babile artiste cbarge de la parLie mecanique, niit lout en 
oeuvre pour etre pret in temps. Or, il fallail monter ^quatorialement 
pour la latitude de 1 ["^^'t le telescope Fourault de o",4o d'ouverlure, 
quiappartienlal'Observatoire de Paris, un deuxifeme telescope deo", 20 
construil specialement pour I'expedition, par H. Martin, une lunette 
de Caucbc, de 6 pouces, et conslruire de toutes pieces un magnetometre 
de Gauss pour M. Hayet, qui se proposait de se livrcr a diverses re- 
cberchos au voisinage de I'equateur magnetique. En outre 3 spectro- 
scopes de grandes dimensions furent commandos a M. Duboscq. Tous 
ces instruments, plus une pendule astronomique, une lunette mcri- 
dienne d'Eiehens et une foule d'objets accessoires devaient se trouver a 
Marseille avant le 19 juin, date du depart du courrier, et assez solide- 
raenl emballes pour supporter les chances multiples d'un voyage de 
3ooo lieues avec trois embarquements, autant de d^barquements et 
deux voyages en chemin de fer. 

La brievete de ee dclai nous contraignil, k mon grand regret, a faire 
le sacrifice de la photograpbie. Nous avons cberche a y suppleer le 
mieux possible par des dessins. Notre programme se trouvait ainsi cir- 
cOQscril dans le cadre suivant : 

i" Observation des contacts; 
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a" lixamen spectroscopique et mesure des protuberauces: 

!i" ExaitieD de la Couronne; 

4" Siibsidiairement les observatioDs de detail usilees tors dt* toutts 
les eclipses, la delerminalion de la iongilude ct de la latitude de 
Saigon et I'etudc d'un cerlaio nombre d'etoiles d[i ciel austral. 

Dans les derniers jours. M. le Ministre voulut bieti, siir notre de- 
niande, nous (/tre adjoindre M. Cbabirand, lieutenant de vaisseau. En 
comprcnaut M. Hildebrand, mecanicicn de la malson Eieliens. la mis- 
sion se composait done de cinq personnes. Nous devlons nous annexer 
plus tard M. OIpj*. lieutenant de vaisseau, chef d'Elat-major de M. le 
contre-amiral Oilier, et M. Halt, ingenieur bydrograplic a Saigon, 
directeup de I'observatoire de la marine. 

Le credit de 5oooo francs demande au Corps legislatif fut vole 
sur le Rapport de M. Chauchard ; les instruments expedies en 
temps utile, nous nous embarquions nous-memes le 19 juin a 
T heures du soir sur le paquebot ie Peluze. des Messageries inipe- 
riales. 

De quelles emntions n'elions-nous point agiles. Par une coincidence 
malheureuse, nous avions lous a cetle epoque de graves preoccupations 
de famille; I'un de nous-memes recemment frappe par deux pertes 
cruelles avait du faire appel a toute son energie pour vaincre la resis- 
tance de ses proclies qui s'opposaient a sun eloignement. D'autre part, 
nous ne pouvions perdre de vue le cote aventureux de notre enlreprise. 
Non-seulement, nous alliens metlre en oeuvre un capital considerable, 
niais encore deplacer pour tout un mois el entrainer a notre suite, dans 
un lieu inconnu, peul-etre insalubre, a 'iooo lieues de la France, 
lout un personnel nombreux de marins associes a notre fortune : tout 
cela, pour une observation finale durant quelques minutes et soumise 
aux chances aleatoires du temps le plus variable. Or, qui ne sait avec 
quel aveuglement I'opinion publique absoul la temerite couronnee de 
succes et condamne les efforts infruclueux. L'eussions-nous oublie, les 
predictions malveillantes ne nous eussent pas manque pour nous le 
rappeler; mais nous avions par centre les encouragements affectueux 
de quelques excellenls amis, en particulier de MM, Wolf et Loevy, et, 
disposes d'avance a subir toutes les consequences d'un echec meine 
involontaire, nous partions sans arriere-pensee, convaincus que Ik oil 
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il n'y a poinl sacrlfiee et atjoegatlon personnellc, il nc sauralt y Rvoir 
tin veritable devouemeat a la science et a la patrie. 

Le temps elait niagnifique, la mer calnie comine un lac, le soleil cou- 
chant empourprait I'borizon oil disparaissaient les rivages de noire 
belle Provence; nous parlions sous d'beureux auspices. Jusqu'a 
Aiexandrie, iioUe voyage fut aussi agreabic querapide. En vingt iieures, 
nous arrivions au milieu des Buucbes de Bonifacio, dont les cotes 
dentelees offrent un aspect si piltoresque el des contours si bizarres. 
En un poiat, Thorizon est ferme de loutes parts par les roelicrs: puis 
nous apercevions I'ile de Caprera, le cone du Stromboli, isole au milieu 
de la nicr, et le 3 1 au soir, nous etions en vue de Messine. Les paque- 
bots des Messageries ne s'arrelent a cette station que pour y ecljanger 
les depechcs; nous ne pilmcs done pas visiter la ville; mais du bautde 
la dunette, quel spectacle! C'etait a la tombee la nuit : le detroil sem- 
blait comine illumine pour un jour de fete : d'un ciite les quais de 
Messine, de I'autre les luinieres de Reggio; au milieu, des bateaux de 
pecbe avec leurs feux sur I'avant et sillonnant la mcr dans tons les 
sens; la mer elle-meme phospborescente et langant a cbaque coup 
d'aviron des gerbes d'etincelles; lout autour du paquebol un fouillis de 
barques picines de marcbands de eoquilles et de coraux el forlemenl 
eclairees par des fanaux de couleur; par-dessus, la voute etoilee res- 
pleodissante, sans un nuage, avec cet eclat parliculier a I'ltaiie meri- 
dionale. Comment, en presence de ce merveilleux ensemble, ne pas 
sentir vibrer en soi un peu d'enthousiasme el ne pas regarder avec 
amour, une derniere fois, cette terre d'Europe,* qui semble s'etre parec 
pour rinstant de la separation? 

De Messine jusqu'eu Egyple, la traversee est peu variee; a part les 
coles de Crete, qu'on aperijoit vaguement au nord dans le lointain, on 
ne rencontre aucune terre. C'est un apprentissage de la vie de bord 
pour teux des passagers qui se dirigent vers I'lndo-Cliine. 

Notre paquebot mouillail dans le port d'AlexandrJe le aS au matin. 

Outre notre bagage personnel, quatre cbronomfetres el deux barometres 
de Fortin, nous emportions dix-sept eaisses d'instruments. Ces colis 
etaientbeaucoup Irop lourds ettrop volumineux; la difliculleet le danger 
de leur deplaccment n'ont cease d'etre pour nous une cause de preoccu- 
lion; aussi, croyons-nous devoir donner, aux voyagcurs qui se trouve- 

Aanahs icieiitifiquii dt I'tcolt Iformale lup^riture. Tome VII. l4 
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ront dans ties condilioDsaaalogues, leconseil de fuire dctaillerle plus 
possible leur eniballage. C'est surtoul a Alexaodiie que je redoutais le 
debarquemeot el le transport au ciiemin de fer, toutes ces manceuvres 
titant cxccutees par des Arabes. dont le manque de foins est complet. 
Fori lieiireusemenl. nous avions eu pour compagnon de traversee, 3Ur 
\k Petuse, M. FrugoU, fils de I'ageul des Messagerles a Alexandrie; 
j,M'ace a ses recomniandalions, nos instruments fureul trailes avec des 
precautions speciales, et rien ne se Irouva endommag6. 

Nous ne pumes nous arreter a Alexandrie. Presque aussitOl apres 
noire arrivee, un petit bateau a vapeur vinl nous prendre et nous trans- 
porta jusqu'au cbemin de fer oil nous elions attendus par un ti'ain spe- 
cial, qui parlit immediatement pour ie Caire. Toutefois nous n'arrivions 
dans la vleille capitate egyplienne que vers le milieu de Tapres-midi. 
A mi-route, la rupture d'ua des lubes de la locomotive forga le train ' 
tie s'arreler, et nous dumes sejourner pendant plusieurs heurcs a une 
petite station appelee Dha-Manour. Ces series de eonlre-temps sonl 
presque babituels, parait-il, sur cette ligne. Quelqucs-uns des vova- 
geurs en I'urenl vivement contraries; d'aulres, et je fus du nombrc, en 
prirenl gaiment leur parti, beureux de I'occasion fortuile qui leur 
etail offerle de visiter cette petite ville, entieremenl arabe. 

Notre s6jour au Caire ne ful pas de longue duree, Toutefois, nous 
eumes le temps d'en parcourir rapidemenl les principaux quartiers et 
de nous faire conduire a la ciladelle. Placee sur le sommet d'une haute 
colline, qui domine la ville tout entiere. I'antique forteresse qui vit la 
domination et I'cgorgemcnt des Mameluks, est le but vers lequel les 
voyageursse dirijienl tout d'abord. On y visile la belle mosquee et le 
palais de Mehemet-All; muis surlout on y va admirer le magnifique 
panorama qui se deroule tout autour. A ses pieds, on a la ville immense 
avec ses jardins, ses terrasses, ses palais, ses mosquees, ses minarets 
brillanls au soleil, ses rues lortueuses oil se presse une foule bariolee. 
comparable par son adluence a celle qui encombro les rues de Paris; 
au delii, le Nil promene majeslueuseinenl ses eaux jaunes entrc les pal- 
miers qui le bordeni; on suit son cours du regard au-dessous et au- 
dessus de la ville jusqu'a une grande distance; en se tournant vers sa 
pnrtie superieure, on decouvre les groupes successifs de pyramides 
ecltelonnes sur la rive gauche el dont le plus rapproche. celui de 
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Ghisc. appariiit dans loiUe sa grandiose simplicile ; au dela, s'etend le 
ft^sert, Gcmbliible 'a une mer immobile, et la encore on retrouve le sou- 
venir de Ir France. Mais nous parlerons plus amplement du Caire a 
I'occasion de noire retour. 

Nous en partions le a6 ^ 10 iieuresdu matin; a 4 heures dusoirnous 
arrivions a Suez apres avoir iraverse le deserl, et bientol apres, nous 
nouslrouvionsinslallesa bord du paquebot /'/m/jeram'ce, qui devait nous 
conduire jusqu'a Singapore, et qui leva I'ancre le 27 dans la matinee. 

En laissanl la rade de Suez, oil ia Compaji;nie du canal execute des 
Iravaux si remarquables, Iff voyageur se trouve brusquement en plein 
pays biblique. ici, sur la c6te d'Arabie, c'est un bouquet de palmiers 
oil coulenl des sources alealines, qu'on appelle /ontomej de JUoise; la. 
le point que la tradition assigne au passage des Hcbreux: un pen plus 
loin, le Sinai profile sur le cie! ses creles denudees; puis la mers'elargil 
et Ton perd les c6tes dc vue. 

La navigation de la mer Rouge est toujours fort pcnibic : ce long 
golfe, resserre eutre deux deserts brulanis, se trouve fcrm6 a toutc brise 
rafraicbissante; la temperature de I'atmosph^re y attelnt et depasse 
meme /|5 degres ccntigrades, et celle de la merest presque egalea celle 
de I'air; il resulte de 1^ un etat bygrometrique special qui rend la cha- 
lenr encore plus accablanteet fait de cette region Tunc dcsplus lorridea 
du globe. Si Ton joint Ji ces causes naturclles, celles qui sont propres 
a I'installation du navire : la cbaleur de la macbine, celle des cuisines, 
I'agglomeralion des bommes et des animaux; si Ton songe surtout que 
les parois soul de tole mince et direclement souraises a I'aelion du 
Solcil, on comprendra qu'ii n'y a point d'exageration dans les plaintes 
dea navigateurs. Durant les deux derniers jours, la situation nous 
semblait atlelndre les timiles du tolerable, et cependant, au dii'e des 
personnes qui font habituellement ce trajet, nous fumes exlremement 
favorises. A certains voyages, oil le paquebot fait route avec venl 
arriere et en neutralise I'effet par sa propre vitesse, on est force de 
stopper de temps a autre et de meltre le navire en Iravers pour I'aerer. 

Laissant a gaucbe la Mecque et la vallee de Moka, a droite I'ile de 
Perim, dont on passe assez pres pour apercevoir le petit fort bati pai' 
les Anglais, V Impiralrice mouillait dans le port d'Aden le 2 juillel, a 
a beures de I'apres-raidi. 

'4- 
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Aden n'esl pas une coionie, ce n'estqu'un depot lie charboii com- 
pletement isole, oil viennent se ravitailler Ics navires qui se diligent 
vers I'lndo-Chine; mais sa siluation unique dans ces parages lui donne 
line imporlance capitate. 

Cette station comprend uii auias de coUiiies roclieuses sans vegela- 
lion et com pl«^ tern en I isoi6 du continent par une laugue sablonneuse, 
basse et etroile. Les populations arabes du voisinage. farouches ol bos- 
tiles, fermenl aux Anglais toutes relations avec I'inlerieur. Ceux-ci 
peuvenl ^ peine sorlir dc leurs ligncs dc defense. La rade, abritee au 
large par des rochers eleves de reflet !e plus pittoresque, presente un 
abri excellent. En face du point oil s'arrelent les navires, s'elevent sur 
une plage de sable noireie par la poussiere de charbon, quelques con- 
structions occupees par radmlnistration uu par ces commerQants au 
lype si original, qu'on appellc des Panis, et qu'on retrouve dans 
toute I'Asie jusque dans la Tartaric ehinoise et le Thibet. Ce sont eux 
qui fournissent aux navires les vivres et tous les objets dont iis ont 
besoin. 

D'une origine evideinment persane, ces Panis sont robusles, ont de 
beaux traits, les cheveux ainsi que la barbe soyeux et noirs eomme 
I'ebenc, le teint fortemenl bistre; ils portent ce costume tres-repandu 
dans tous les elablissements curopeensdes mers de I'lnde et compose 
d'une veste ronde en toile de coton blanc, avec un jupon de couleur 
serrc autour des reins; ils y joignent en general comme coiffure une 
sorte de cylindrc obliquement tronque en toile ciree et qui o'est pas 
sans analogie avec la mitre de nos eveques, Pleins d'lirbanite dans 
leurs nianieres, de facilile dans les relations, ils possedent toutes les 
qualites que reclame le commerce. lis ont la reputation de pouvoir 
fotirnir sur I'lieure, fiit-ce dans un desert, les objels les plus extrava- 
gants; quoi qu'il en soit, on a presque toujours recours a eux, et plu- 
sieurs possedent une immense fortune. 

Au-dessus des magasins des Panis, a une cerlaine elevation et do- 
minant loute la rade, sont groupies les liabitations des principaux 
Huropeensen residence a Aden, tels que le gouverneur el les agents 
des Compagnies de paquebols. 

Lii ville proprement dite est siluee a 6 kilometres du port environ. 
On y parvient par deux routes, dont ta principale suit le bord de la 
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raer dans la plus grande parlie de son parcours. et qui debouche dans 
la vilie par une gorge torlueuse reserree entre deux ponis de rocs tall- 
ies a pic que reiinit, a une grande hautenr, la voille d'un pent oil passe 
le cliemin de ronde, II faut visiter cela de jour et de nuit ; vue dans 
I'ombre, I'enlree d'Adeii presenle un aspect lout a fail fantastique. De 
ce point, des fortifications formidablcs s'etendent sur toules les cretes 
et servenl moins encore a defendre la position contre le dehors qu'ii 
prevenir les soulevemenis interieurs. 

Pour rendre la ville habitable, les Anglais ont fait ce qui est humai- 
nement possible; les rues sonl proprcs, bien Iracees; on a bati quelques 
belles maisons, des temples Mais que peuvent les efforts les plus 
energiques centre I'aridite absolue? II n'y a d'eau a Aden que dans 
les celebrcs citernes, et encore quelquefois eelles-ci sont-elles presque 
a sec. 

On donne le nom de citernes a des reservoirs oblenus par la fernie- 
ture d'une vallee naturelle oii se rendent les eaux de pluie de toute la 
contree. La construction de ces immenses ouvrages a 6le attnbuee aux 
Romains; il est plus probable qu'ils sont fort anlerieurs a la periode 
romaine, et qu'ils remontent jusqu'au temps de la reine de Saba, sous 
le rbgne de laquelle Aden etait un port d'une importance considerable. 
Les Anglais les ont repares et completes; il n'y a pas une excavation 
qui n'ait ete appropriee ou recouverte; malbeureusement il ne pleut 
guere a Aden qu'une fois tons les deux ou trois ans. Un appareil dis- 
tillaloire fournit de I'eau douce aux Europeens, mais les indigenes en 
sonl reduits a leur faible ration de liquide des citernes, donl le gout 
nous a paru repoussant, Parfois, les citernes elles-memes sontinsulli- 
santes; la disette est alors epouvantable : on nous a adirme que des 
Arabes prennent du service comme chauffeurs k bord des paquebots, 
dans I'unique but de boire de I'eau tout a leur aise. 

Outre les quelques Panis duni nous avons parle et les Europeens, 
on trouve a Aden une population tres-variee; celle-ci se compose prin- 
cipalement d' Arabes, mais on y rencontre presque toules les races 
noires de la cole d'Afrique, y compris ces nfegres qui se teignent ies 
cheveux en jaune avec de la cbaux vive et un certain nombre d'lii- 
diens; en outre, les Anglais y entreliennenl une garnison de Cipayes. 

Aden sert de depot a lous les produils de I'extremc Orient. Mais on 
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y fail surtoul le commerce du cafe et des objels qui provieiinenl di- 
I'iiiterieur de I'Afrique, tels que les plumes d'aulruche et lertains bois 
d'ebenisterie. 

On peul dire que ce point ofTre un dca exemples les plus frappants 
de re que peut la volonle humaioe aux prises avee la dilficuUe, quaud 
elle est soutenuc par une perseverance inebranlable; certes, c'est une 
elude bien interessante que d'envisager le inanque absolu de rcssources 
de ce sol ingrat et de placer en regard les prodiges acconiplis par les 
ingenieurs anglais; mais il faut avouer qu'en deliors du spectacle gran- 
diose de ses roclies tourmentees et de la mer qui en boigne le pied. 
Aden est depourvu de tout ce qui fait Ic charme materiel de la vie. 
Aussi deplorions-nous du fond du coeur le sort de nos collegues d'Alie- 
magne, qui avaient clioisi ce point pour leurs observations et qui de- 
vaienl s'y etabllr pendant plusieurs semaines. 

Laissant Aden le 3, nous passions dans la soiree au cap Guardafui, 
oil commence le grand ocean Indien. De la jusqu'a Gcylan, si Ton 
neglige le mal de mer, dont plusieurs passagcrs furent alteinls, la Ira- 
versee fut agreable et rapide. Poussee par les vents reguliers de sud- 
ouest, V Imperatrice voguait a pleines voiles k travers les grandes vagues 
couvertes d'ecume; la temperature, rafraichie par ces brises, etait re- 
devenue supportable; onfia, la plupart d'entre nous commencaient a 
s'babiluer a cetle vie de bord, qui exerce sur les niarins une si sedui- 
sante allraction. Combieu d'lieures nous avons passeessur lepont pen- 
dant les belles nuils etoilees a contcmpler ce ciel si juslemenl vante 
des tropiques, dont une portion etait nouvelle pour nous! A la tombee 
du jour, on pouvait deja apercevoir la Croix-du-Sud, qui, joiote aux 
belles etoiles du Centaure, conslitue un groupe si remarquable; le 
Scorpion, a peine visible a Paris, nous semblait, par son admirable 
eclat, une lout autre constellation, tandis que la Polaire s'affaiblissait 
peu a peu en s'abaissant vers I'hurlzon nord. Cependant cette existence 
est un peu monotone. 

A la sortie de Guardafui, on aper^oit au nord dans le lointain, les 
ciJles de i'ile Socotora, puis, avant d'arriver a Ceylan, Molicay et quel- 
ques-unes des Laquedives, dont on peut dislinguer, a I'aide d'one 
luncLle, les forets de cocotiers; mais pendant le reste du trajet, on De 
voit que ie ciel et I'immense plaine liquide, sans autre incident que la 
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reocontre d'uo navire ou que la vue des bandes de poissons volants qui 
s'elancent par milliers d'une vague a I'aulre, coninie des nflees de sau- 
lerelles. 

Apres Dtiuf jours de mer, nous venions inouiller devanl Poinle-de- 
Galles. Autant le regard est peniblemenl impressionue par la seche- 
resse absolue d'Aden, aulant il est rejoui par I'aspect des c6tes de 
Geylan. Pour la premiere fois, on se irouve la en presence de la vege- 
tation de I'equateur. Une forel composee de cocotiers, d'arequiers, de 
bananiers, de canneliers, d'une foule d'essences uouvetles et qui semble 
cuuvrir I'ile tout entiere, descend jusqu'a la mer et forme a la rade une 
verdoyante bonlure, a travers laquelle on distingue les maisons de la 
villa et les cases des ludiens. En avant, un ilot garni de cocotiers semble 
place a dessein pour le plaisir des yeux. 

Le paquebot sejournant quarante-buit heures, nous eumes le temps 
de faire quelques excursions a I'interieur. 

file de Ceylan a une etendue considerable a peu pres egale a celle 
de la Grece. Elle appartenait autrefois aux Hollandais et se trouve 
maintenantsous la domination anglaise. Sa capitale, Colombo, estsituee 
sur la cote occidentale, sur un parallele qui coupe a peu pres Tile au 
tiers de sa hauteur, en allant du sud au nord ; elle sert de residence au 
gouverneur et possede une certaine importance; ct^pendaut la presque 
lulalite du commerce vienl aboutir a Poinle-de-Galles, oil se croisent 
toutes les lignes de paquebots. 

Ces deux villes sont reliees par une belle route qui ionge la mer el 
a laquelle viennent se raccorder une foule d'autres voies moins impor- 
tantes, mais parfaitement entretenues. Cependant le reseau vicinal nc 
couvre pas I'ile entiere. La parlie cenlrale de celle-ci est encore presquK 
inexploree; I'elepbant y vit a T'etat sauvage, et la cliasse active que lui 
foot les naturels, pour en obtenir I'ivoire, alimente une brancbe impor- 
taule de I'industi'ic. 

Partout le sol y est d'une merveilleuse fertilite. De nombreux cours 
d'eau y entreliennent la fraicbeur et favorisenl le developpemeul de sa 
vegetation tout exceptionnelle. Outre les cocotiers, les bananiers, les 
arequiers, on y cultive I'arbre a cannelle, le cafe, le riz et des leg;umes 
de toutes sortes. 

Ceylan fut aussi celebre autrefois par ses pierres precieuses II s'y 




fail cucorc une vente enormc de liijoux, niais la plufiurt sont faux et 
fabriques eh Europe. Les ubjets les plus rcmarquables qu'on )' Irouve 
aonl lies colTrets en bois de sandal, en ebenc, el autres bois durs, de 
I'ecaille et de I'ivoire. 

La population indigene esl belle, d'une lallle elaneee et gracieuse, 
quoiquc la partic infeiieure du corps soil un peu grele. Le costume des 
lionimes du people se borne a un jupon de cotonnade, les I'emmes y joi- 
gnenl uu petit caraco flotlant qui leur couvre a peu pres la poitrine; I'un 
et I'autre sexe portent les cheveiix longs, enroules derriere la t^tc et 
fixes par un peigne d'ecaille. Tous ceu\ qui u'ont pas ete coiivertisaii 
cbrislianlsme sont boudhistes. Onsait que Ceylau est consideree comme 
Ic berceau du culte de Boudlia, et que les sectateurs de ce dieu conli- 
nuenl de la regarder commc une terre sacree. 

C'est la que Ton rencontre pour la premiere fois I'usage du belel, 
commun a toute I'lndo-Cliine. La feuille du betel est verle et assez sem- 
blabic a celle du lierre; les amateurs y enroulent de la noix d'arec, 
saupoudree d'un peu de chaux vive, et parlagenl cette sorte de chique 
enpulilsmorceaux qu'itsmachenlconstaniment. La mastication exprime 
de ce melange un jus astringent couleur de brique. qui a pour effel de 
noircir les dents, qui prennent la couleur de I'ebene, de grossir les 
levres et de donner a la bouclie une apparence constamment sanguino- 
lentc : f'est une bideuse babitude. 

Tous les alcntours de Pointe-de-Gallcs sont pittoresques; mais les 
excursions preferees des voyageurs sont ceiles du Jardin-Canell et de 
VVack-Walley. Ce dernier site est ravissant. II est distant de Pointe-de- 
Galles de 4 kilometres environ. On s'y rend en voilure par une 
route magniTique accidentee, conslamment ombragee par de grands 
arbres et bordee de fleurs aux vives codleurs. Apres avoir traverse des 
cours d'eau, des rizieres, des cultures de loutes sorles, oil la verdure 
prend des proportions dont nos campagnes d'Europe nc peuvent fournir 
la moiudre idee, on laisse le cbemin principal pour gravir un sentier 
qui serpente le long d'un coteau; puis on deboucbe sur un petit pla- 
teau oil s'offre soudainement aux regards un paysage admirable, c'est 
Wack-Walley. De ce point on a sous ses pieds une large vallee, oil ser- 
pente une rivii;re a Iravers une prairie; en face, des coteaux boises 
s'echelonnent les uns derriere les autres; puis au second plan, se de- 
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Df Va jnsqu'a Singapore le trajet pst jdus vane qn'enlrc Aden I'r 
Ceylan. Oepuis I'inslanl oil I'on s'engaf^c dans !p lunft delroit de Ma- 
lacca, on lie pcrd plus les lotes de vue. Criles de I'ile de Siiinalra. donl 



on passe fori pri?s, offrenl dps decoupores Ires-pilloppsijues. Otte ile 
immense est eneorr presque (pi met' aiix Europeens, Les Hollandais l:i 
ronsiderent coinine une de lenrs possessions; mais en realile ils n'y oc- 
otipent qu<.-()uelr|iies pelils posies sur la c6te meridionale poiii' I'eehanj^e 
du poivre el des aulres produits indigenes que leurapporteni les natu- 
rels. Quanl a eeux-ci, ils vivent par tribus itidepeudanles, donl quel- 
ques-unes, pi-incipalenient dans la parlie qui borde le detroit. [jasseni 
pour pratiquer I'anlhrupophagie. Un savani linguisle hollandais, qui se 
rendail en Oecanie pour y etudierles divers dialeeles, .M. Van der Thug, 
nous divertit fort en nous racontant un episode d'un de scs preeedenls 
\oyage!< a Sumatra, oi'i il faillit elre viilinie de son amour pour les re- 
■ herches pllilologiquesel oil sa niaigreur extreme tit seule son salul. 

Nous arrivions ii Singapore, ternie de noire premiere etajic, le 
i<) juillpt il 7 (leures du matin, un innis apres avoir taisse la France. 

A peine le paquelioL elait-il mouille. que j'eus nne agreable sur- 
prise : je vis monter a hord un de mes amis de college. M. Courgeolles, 
aneien eleve de I'KcoIr Polylecltnique el aeluellenient lieutenant de 
vaisseau sur la Sarilie, t|ui. dpjiuis |>lusieurs jours, nous altendait en 
rade pour nous transporter all lieu de robservalion. On tomprendra 
bien aisement quelle eiait notre impatience d'nvoir des nouvellos pre- 
cises. Une dep^ctip, puis des instructions avaicul ele, il est vrai. expe- 
diees par leMiiiislre de la Marine au gouverneur de Cochincblne. Mais 
iiucunereponse n'etait arriveeii Paris avant notre depart. Nousignorions 
done si ces instrui'tions elaienl parvenues ii Saigon, el, dans ce dernier 
pas, s'il avail ele possible de s'y ponromicr. Fori bcureuseiiipnt, tout 
s'etail bien |iasse. I.'aviso ii vapeiir le Goeland, designe d'abord par le 
Ministiire, selpouvait en Cbine quand I'ordrp arriva dp riillpctcT- ii noire 
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espedilion; mais M. le contre-amiral Ohier, Gouverneur de la Cnloiiie. 
lui subslitua la Sarthe, transport a vapeiir du plus grand modcle, coin- 
mande par M. le capilaine de fregale, Lelourneur-IIugon. 

Des (ju'il ful possible de laisscr le paquebol, nous nous emprcssaincs 
(le descendre a lerre el de nous faire conduire a bord de la Sarthe. 
J'avais l)ate d'entrer en relations avee le commandant etd'avoir par lui 
des renseignements plus complels sur le point ou nous devious nous 
etablir et sur les mesures preliminaires qui avaient ete prises pour en 
lendrc t'habitation possible. 

M. Lctourneur etait aceompagne par M. Olry, lieutenant de vaisseau. 
idief d'elat-major de M. le contre-amiral Oilier, bien i-onnu par ses tra- 
vaux de longitudes, et designe pour se joindre a notre Commission. 

J'appris par ces messieurs que la canonniiire a vapeur/e Frelon, apres 
s'etre rendue a Bang-Kock, capllale du royaume de Siam, et avoir ob- 
lenu du roi I'aulorisalion necessaire, avail conduit depuis une quiu- 
/aine dejours M. Halt, ingenieur hydrograplie, sur la cote de la pres- 
qu'ile. M. HatI, avant de laisser Saigon, avait fait confeclionner des 
ea banes pour la lunette meridlenneet pour la lunette de Cauclie, d'apres 
les indications expediees par I'Observatoire de Paris; il devait depuis 
s'etre occupe d'amenager remplacement pour un st'jour d'un mois. 

Ces nouvelles nous causl'renl une grande satisfaction. Outre I'avan- 
lage de trouver tout edifies des abris pour la plupart des instruments 
el pour nous-memes, ce qui nous faisail gagner du temps, nous elions 
assui'es, pour completer I'inslallation, du concours d'ouvrier.i euro- 
peens. qui, pour les choses delicates, ne peuvent etre qu'incumplete- 
menl supplees par les indigenes L'enrolenient de ces derniers eut 
d'ailleurs fait a nutrc fonds de reserve une bri'cbe qui poiivail nous 
gener beaucoup, dans le cas oil nous serious obliges de sejounier long- 
temps dans Ic pays. 

Le jour meme, les caisses d'instrunients furent portees du paquebot 
;i bord de la SartAe. Ici, je manquerais a mon devoir si je n'adrcssais de 
vil's remerciments a tons les oificiers de \' imperalrice, el en parliculier 
au commanil^nt, M. le lieuienant de vaisseau Macaire, pour I'obli- 
gcance exlieme qu'ils ont deployee a notre egard pendant toute la 
dureedu voyage. 

Malgre les ressourci's que nous (tevions trouver aupres de M. Hall, 
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nous iivions a I'aire' quelques acquisitions a Singiipure, lellis que 
(Ips liriquGs, du cimenl, tieux pierros pour supporter un objpctif tie 
mire etsa plaque. Tout cela esigeant queiqiie temps, Ic dt'parl de U 
Sarlhe ful fixe au mardi soir, ai juillet. 

Ce delai nous permit de visiter la ville et les campagncs qui I'en- 
lourent. 

line portion principalemenl peuplee par les Anglais a la physiononiie 
lout europcenne. Outre des magasins abondamment fournis des objels 
en usagi! cbez les nations occidetitales, on y trouve des botels confor- 
tables, un office des postes, une somptueuse habitation pour le Gouver- 
neur el quelques belles maisons parliculieres. Cependant les negociants 
europeens n'y onl giifere que leurs coniptoirs el resident de preference 
dans des villas ou ils unissent les ressources de la campagne a tout le 
luxe de noire civilisation. Toutes sont a proxin)i1e de belles avenues 
eclairees au gaz comme le centre de la ville. 

Aulonr du quartier europeen, s'elend fort loin la partic chinoise de 
la ville. Les Chinois forment a Singapore une colonic considerable donl 
le chifTre ne doil pas etre tres-inferieur a 100 000 ames. 

C'est un liien curieux spectacle qu'une ville chinoise vue pour la 
premiere fois. De petiles boutiques alignecs et complctement ouvertes 
Torment les rues, lei, ce sont les mille chuses parlicuUeres a la Chine, 
depuis les laques et les ivoires sculpLes, jusqu'aux salaisons variees 
dont celle nation est tres-friande; la des metiers de tailleurs, chape- 
liers, cordonniers, etc., s'exercent sur I'eventaire; plus loin, c'est une 
pagode ou une ecboppe d'ecrivain public; puis des maisons de jeu : la 
suite semble interminable, at au milieu de tout cela se presse, active el 
grouillante , toulc une population d'hommes, de femmes, d'enfants, 
chez qui I'on sent, developpe jusqu'a ses dernicres limitest I'aniour du 
lucre, qui forme le vilain fole de cette race, mais aussiqui lui commu- 
nique sa force d'expansion si remarquable. Quelques-uns de ce.i Chinois 
sont fort riches; I'un d'eux, appele Vam-Poo, passe pour avoir une for- 
tune comparable a celle de nos plus grandes maisons d'Eurupe. 11 
veille lui-meme ii son commeice multiple dans une petite boutique du 
pen d'apparence, oil il fait ses comples, serl les clients, se tient pret ii 
livrer sur I'heure tous objets demandcs, que ce soil une chose d'im- 
portance insigniiianle, ou la cargaison complete d'un navirc; mais cti 
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iIl'Iiihs iIu la ville 11 posseile ana i-e.-«i(lence m^^nilique oii il s(r |ibil ;< 
i-xi-ner rhusplulile d'une fa(;on prinuiere. Cetle ppoprietc wsl visil^v 
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rs et aux abonnes 



lout le public elegant de Singapore. 

Presdela. s'elevela eliarmantc liabitalion li'unrielienegociaiil.M.Spu- 
iinr, de iiaiionalileamericaine, niais Irancais par ses relations et scsten- 
daiii',es, comnie il est parisieu de la meilleure rot be par ses uianieres et 
son langage. J'ens la bonne Curlune d'etre mis en rapport avec lui et de 
passer dans sn villa la soiree du premier jour. Qii'il reQoive mes remei- 
I'iments pour sa gracieusc bospilalile rt pour rublige:inoe qu'il niit a 
nous fournir tuus les renseignements dont nous avions hesuin puui' nus 
acbats. Clicz lui m'ctail reservec une nouvetle rencontre aussi agreabte 
qu'i nail endue, celled'un ancien tamarade de Cliarleniagne, M. Trasbu. 
ingenieur des constructions navaies el delaelie pres du gouvernement 
cliinois pour les travaux du port de Fou-Tcbeoti. 

La soiree du lendemuin nous reunit Ions chez le consul de France, 
.M. Troplong, pour qui naturellemeni avail ete notre premiere visile, et 
qui, a I'occasion de«nolre passage, avec un empresscment rlont nuns 
savions apprecier loute la delicatesse, avail oonvie la pUipart ile nos 
compatriotes de Singapore. 

On I'a dil souveni, pour apprecier son pays, il taut I'avnir quiUe. 
Bien n'cst plus vrai : (|ue les gens an palriolisme froid s*ex|»alrienl 
|iour quelqucs mois; qu'ils ailtenl en un lieu eloigne u(i Ton ne puisse 
plus croire a la possibilite de i-egagner le sol natal par ses propres 
t'oi'ces en quelques journees ou quelques semaines de mar-clie t'orcee, 
qu'il sejournenl ainsi chez nn people aiix coulumes dillerentes des 



(*) Ouire 1o8 Chinois, la populat 
Malaliars. 



mprend eorore un certain nombre de M 
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ui't'ivent tout a coup sui- utie levm i 
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[irtvillon nalioiial, il n'cn est pas un donl Ic cneur ne balte alors nvet 
un reiloubleiiiLMit lie vilesse. 

Nous n'avioiis pas oessO, quant a nous, il'elri' entoures de compa- 
ri-ioles; el cepeiidant ()uelk' emotion, apret) une longue travei'sec, tie 
rctrouver ta palrie presente sur nn sol etran|;i'r. <le la senlir puissante 
i-t respeclee deri'iere les gloi-icuscs coulcurs de son drapeau; quel 
chai-me aussi de levoir un salon fi'an<:ais oil lout est anirne par ceiie 
grace particuliere itont uos dames ont le secret. 

Le sejour de Singiipore esl. on le voit, fori agrealtle; ma Hie n re use- 
ment, la securile n'j esl pas complete; son nom, qui en inalals signific 
yUle des Tigres, est encore trop justilit-. Cos terribles animaux, qui 
fbisonnenl dans la presqu'ite de Malacca, iroiivent moyen de francliir 
le petit bras de mer qui ensepare la poinie inferieure de I'ilede Singa- 
pore, el III, ilsse livrent :i des allaques meurlrieres contro Icsbommes 
et les troupeaux. On leur fail, il esl vrai, une chasse active: des que 
Tun d'eux s'epl niontre, il esl signale parlout. poursuivi, Iraque, et 
bienlot mis a mort: mai.i ce n'esl jamais qu'apres avoir coinmis d'af- 
frcux ravages. 
Ainsiqu'il avail ete con veiiu, la.Sar^^elevatirancredanslasoiieedu2i . 
Nous emmeniuns avec nous M. le baron Gorse, recemment uonime 
consul a Bang-Kok, comme succeaseur de M. Aiibaret. Apres s'elre 
rendu a Saigon, M. Gorse, protitant du voyage de la Sarthe dans le 
golfe deSiam, etail revenu k Singapore avec ce navire el nous aecom- 
pagnait jusqu'a notre station astronomique; de la ie Frelon devail so 
detacher pour le conduire a sa destination. Noire troupe etail done 
assez nombreuse; el, je dois le dire, la gaiele ne lui faisait pas del'aul. 
Nous approchioos avec confiance de celle cole inconnue, oii tout etait 
imprevu, oii nous devions sojourner un mois enlier el Irouver le sucees 
ou la deception. L'bommc se familiarise avec I'inquietude memo; a 
force d'envisager depuis le depart les cbances heureuses ou defavo- 
rables, nous avious fini pai' nous blaser avec ces impressions, et main- 
tenant, rt'solus a ne negliger auciine des precautions prcliminaires, 
nous etions prets a subir pbilosupbiqneinenl les consequences d'tine 
impossibilite independanle de noire volonte. 

Du resle, les conditions exlerieures favorisaienl ces disposilioas. 
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.Miilf-rii h mousson, le lemps etuit admirable, la mer calme comnic un 
iac, la marclie (lu bateau exccllenle; enfin la |ilus grande conlialile 
s't'lail bifn vile elablie enln; nous el tous les olTiciers du navire. Nous 
elions en roiile depuls deux jnurs, lorsqu'on nous fit la piqiianle sur- 
prise d'un bapl^me de la tigne. Je ne m'6lendrai point sur le recit tie. 
cetlc amusanle farce dei'pile par tant de voyageurs, et qui plail tou- 
jours aux equipages commo unc nouveaule; je me borne ii dire que 
loul le nionde s'y prela de bonne grace et que, pour mou compte, j'y 
piis un plaisir extreme. La ceremonie loucliait a sa lin. quand elle fut. 
brusquement inlcrrompue par ta cbute d'un bomme a la mer. Les in- 
quieludes sur le sort de cpt imprudenl etaient fort vives a cause de I'e- 
norme quantile de requins qui infestent ces parages; fort beureuse- 
ment on parvint a le sauver, 

Enfiii. le ^5, au soleil levanl, on apercevait I'itot de Kob-Luem, et 
bientol apres la Sarthe jelail I'aocre par 8 metres de fond, a 2 milles 
environ de la cote, en face de notre futur observaioire. Du mouillage, 
on pouvait distinguer assez vaguement a I'oeil nu des cases sur le rivage 
et tri,'.s-distinclement le Frelon, a qui son faible tirant d'eau avail permis 
de s'approcber fort pres de lerre. 

En face de nous, la cole, abritee des vents d'ouesl par les monts de 
Kow-Luang,des8inailune assez vaslebaieiimitceau nord parune pointe 
avancee el prolongee fori loin vers le sud par un rivage presque recti- 
ligne. La poinle nord est surmontee d'un pic bizarrement conforme 
qui est de.signe, dans la description bydrographique du capilaine Bi- 
cbards, sous le no* de Corne-du-Sud, par opposition avec un autre pic 
de forme analogue, situ6 plus au nord. A I'iuterieur de la bale sonl 
disseuiines plusieurs ilols dont les plus importants sont vers le nord 
celui de Kob-Luem et vers le sud unc autre ile dont la forme rappelle 
loul a fail celle d'une lortue. Dans sa position, la Sarlhe se irouvait 
exposee aux lames venanl du large; mais la surete des fonds (') et la 
regutarite des vents de terreeuleyaient tout danger a ce mouillage. Un 
seul inconvenient en resultait : c'etait un baltelage laborieux a cause 
de la grande distance ou nous nous trouvions de la lerre. 



[' I Des son arriv6c, M. Halt avail exiScut^ de nombreiix sondagee el dress^ u 
drocrapliiquedeceUe region. 
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Nous resumes bienlut la visite du coinmandanl du Frelon, M. le lieu- 
Icnaut <le vaisseau Beliic, par lequel nous appi-imes, (|u'apres queltjues 
olijcclioiis premieres, ta eour de Siam s'elait prfilee de bonne grace a 
la deniande du Gouvernt'mcnl Trancais; elle prcnail a sacliargela partic 
malerielle de noire inslallation, et le roi lui-meme avail detdare voii- 
ioir se joindre a nous, le jour de I'eclipse, puur observer le pbeno- 
mene. En consequence, un ^rand nombre d'ouvriers siainois appeles 
du loin AC Irouvaientacluellemenlreunis snrlacote; une vasteniaison eii 
bambous elait presque iLTm'inee, les deux cabanes de plancbes mises 
en place: enfin, la plage elanl fori plale, les matelols du Freton avaient 
elabli un warf de debarqueraeot. Nous purnes bientot apprecier par 
nous-memcs le veritable lour de force accompli par M. Hall. 

Cumme dans tous ces parages, la oil Ics paletuvicrs u'existenl. pas, la 
mer est bordee par une forle dune de sable avec peu de vegelatiou. 
lyesl sur ce terrain que I'observatoire eiait place. Au point clioisi, la lar- 
geur du terrain sablonueux variail entre 100 eLaoo metres; audelaconi- 
meni;ait une epaisse forel s'etentlanl jusqu'au somnicl de Kow-Luang. 

L'eosenible des constructions, conime il resulte des pbotograpbies 
que nous joignons a ce recil, ne manquait point de piltoresque. Paral- 
lelemenl au rivage, M. Halt faisait edifier, au moycn de clavonnages en 
bambous, une habitation rectangulaire de So mj^tres de long, t.omposee 
d'une grande piece Ires-elevee completcment ouverte du cote de la nier 
et flanquee de deux longues galeries susccptibles d'etre partagees en 
nombreux compartimenls. Des baubans en rolin partanl du faite elaient 
fixes au sol et assuraienl une parfaite solidite. Au nord-esl elaient si- 
tuees les cases des hommesde service; derriere, du cole de la foret, la 
cuisine; et au sud-ouesl le terrain, a pen pres plan, affecle aux instru- 
ments. Le lout devait plus tard elre entoure d'une palissade. 

Cequi nousimporlail le plus, c'etait la mise en place des instruments; 
on commcnca sans retard le debart|ueinent des caisses. Celle operation, 
qui eiil ele ires-dilficile sans le secours du warf de M. fiehic, etail ler- 
minee vers le milieu de Tapres-midi, et Ton proceda immediatement an 
deballage. Le lendemain. nous nous inslallions nous-niemes definilive- 
menl a I'observatoire, que les nalurels avaient suriioinmeWha-Tonne^'j. 

(' j Selon M. Pierre. Wha-Tonni' signifie i> peu pres lir-u tl'iiliscivntiuii. 
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l,:i caliiine pour lii lunelle mcridienne nc liiissiiit r'wn U dcsirer; an 
centre, iin pilier d'un meire ciihe en {tranit el reposiint sur line fonda- 
lion (Ic bulon, prpsenlait ties jjaranlifs sutlisanles rle slaUiliti!: le ler- 
niiri. il est vrai, eliiil un pen monvanl ii la snilacf . niais on avaitdonnc 




uii<; ^iuuile i^teuduc ;iii\ ruiidiiliiiiis, i-l d'ailleurs, dans I'liiipassibilik* 
di^ li-sinsporter notrc bagage a trnvcrs la Ibret. nous i-tiuns forces (i'»c- 
I't'pter le sot (el qu'il se trouvail el d'eii lirer parti k* mieiix possible. 
Qnaitt a la denxi^mi- cabanr, elle t-ta'tl tleslinee ii rccevoir I't'-qualo- 
rial lie Cauclie el le petil telescope de o^.a^. Slais il fut reconnu que 
l<' pri'inier de ces deux inslrunienls pouvaii seni y prendre place. 
NiiUM ations a construire dans la cab<<ne ineridiennc un pilier pour 
la pendulu siderale: a ediBer deux plliers dans le meridieu pour y 
|>lacer I'Dbjcctir et la plaque de mire: a balir des fondalions pour les 
deux telescopes, des piUcis pour les instruineiits maftnoiiques <lt; 
.M. Rayet: enfin a disposer des abris pour cesdiverses pieces. En outre, 
devanl opeier en pleiii air le joiir de reclipse, nous lenions a relier b* 
jliaod lelcsiopt; it la Innelle de Cauclie a la cabane iiieridieiiDe par 
nn ciiiuii eleclrii|ne, atin de pouvoir inslallei (ues de its dcox in- 
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Islruiiieiils (los lelais lelegrapliiques baltant la meiiie suconiJc que U 
pcDdule siilerale ct susceptibles de prodiilre un bruit assez lort pour 
Kouvrir celui du la mer ou des clameiirs voisines. Ces divers Iravaux 
oiarchcrciil avec rapidit^. 




ILe 28 juillet nous pouvions, M. Tisserand et inoi. couimencer l«s 
Qbservalioiis a la lunclte mcridicnoe, en vue de determiner notre lati- 
tude I'xacte ct une lungilude npprocbee. Ge travail ful continue sans 
interruption, comme dans uii observatoire regulier, aulant du inoins 
que le permit I'elat du ciel. bien souvenl defavorable. Nous irouvions 
ainsi pour la longitude et la latitude Wlia-Tonne : 



Longilude comptee a I'est de Paris 6''a9'"5o'. 

Lalilude boreale. . n''4'i'35". 



Le premier de ces nombres est une moyenne fournie par Iruis cul- 
minations lunaires, le deuxieme est le resultat de deux series completes 
executees dans les nuits du 7 et du lo aoul. 

De son eote, M. Ravel examinail les spectres des principales eloiles 
Uvisibles dans la region australe, au moyen d'un spectroscope moiitc 

aid icirnlifiqiici de r£cole Normah mprrirure. Tome VJI. lt> 




sur Ic U'lesccipe de o'^izo el detepminail les coustantes msgrK'tiques du 
iieii. 

La portion du paysoii dous nous tPOUvloDs elablis psl fort pen Iiabilee 
I'll tc'm|is ordinaire; cette solitude tient au manque presquc absolu de 
lessourees nalnrelles et particulieiement an d^faut d'eau polahle. Les 
quelques Camilles qu'on y rencontre ca el la sont plongees dans la mi- 
scre In plus complete. Ces maliieureux, prcsque nus, n'ayant pour 
riourc'ilure que quelques rares poissonsel du riz cuil a I'cau, pour bois- 
son que de I'eau croupie, son! conslamincnt en butte aux fiLvres paUi- 
deennes et aux alta(|ues des tigres. On pent dire qu'ils n'ont qu'une vie 
purement animalc sans autre phiisir que I'usage du betel. Pourtant, ils 
travalllent le bambou avec unecertainc babilete. A I'aide d'une soite 
d'instrument, moilie coutelas, moilie bacbclte, qu'ils portent passe a la 
leinture cnlre la peau el la piece d'etoirc qui leur couvre les reins, ils 
i-oupent le bambou, le I'endenl, Tajuslent avec une etonnanle rapidite. 
lis ont d'uilleut's tie belles formes, mais de gros traits; le detail Ic plus 
caraclerislique dc leur ensemble est leur cbevelure; cclle-ci est coni- 
plciement noire, abondamment fournie de polls durs oomme des crins 
el sans aucune ondulation. Tous ont la presque totalite de la tele r&see, 
sauCune portion ovale sur le sommet; dans le jeune age, les cheveux 
qui poussenlsur cette partie sont enroules en cliignon; plus tard, on 
les coupe a la liauteur de a centimetres ^ peu pres, et il rcsulle de cette 
upernlion une sorte de brosse de reilet le plus bizarre. 

Pour nous, dans cet ingral milieu, nous etions pourvus de tout le 
confort desirable; des tils garnls de moustiquaires avaient ete dresses 
dans DOS cbambres; chaque matin, la Sartke nous envoyait des provi- 
sions f'raiclies pour la journce; enfin deux Cbinois aniencs par nous 
de Singapore executaient, conjolnlemenl avec le donieslique du com- 
mandant et ceux de nos autres compagnons, le service le plus minu- 
lieux el le plus poncluel. Aussi noire pelite colonic vivail-elle gaie- 
meiit. Tous les jours le commandant Letourneur venait a terre et dinait 
avec nous. Ainsi reunis, a la loinbee du jour, dans nutrc grande salle 
coiiimiine, en face d'une belle etendue de mcr. aulour d'une table 
prcsiiue ricliemenl servie, nous aurions pu. par un l^j^er pll'ort. nous 
croire a la campagiie, pres d'une grande ville d'Europc. 

t^i'pcndanl. je dois I'avoucr, nous n't'M ions pas, an (bd>nt, sans que [que 



mquictuJe toucliHnl l;i presence des tigres, donl nous n'elions garantis 
dans noschambres que par une cloison de bambous tout a fail in^iigni- 
fiante.Maisilestai'roircqiieceshdlesineommodes, habitues a la solitude, 
sc retirer-enl vers rinterieur au bruit qui se faisait incessammenl sur la 
cote. Bientot nous n'y peusames pins, ct de fait on n'en vit aucun. 

Quoique les travaux d'installation de nos inslriiinents absorbassent a 
pen pres tous nos instants, nous organisions assez frequemment, dans 
ta matinee, des excursions autour des cases; mais il nons fut impos- 
sible, faute de temps, de depasser une distance de quelques lieues. 
Nous faisions generalement ces promenades soil en cliassianl, soil sur 
des chevaux que les Siamois avaient mis a noire disposition. Un jour, 
j'eus une singuliire aventure. J'etais un peu a I'ecart, poursuivant des 
tourterelles, quand tout a coup, tournant un massifdc broussailles, je 
me trouve face a face avec un enorme elephant. La rencontre elait desa- 
greablc, surtout avec un fusil charge de petit plomb pour toute defense: 
mais il fallait prendre un parti: je passai fort vite et tres-beureux que cc 
fut sans encombre. Aurelour, j'appris que mon elephant sauvage n'clait 
qo'un des pensionnaires du roi de Siara, dont un tioupeau etail airive 
la veiTIe. 

La portion de la foret que nous parcourions ainsi n'olfre pas une 
trcs-grande beaulc de vegetation. C'est une suite de taillis d'une hau- 
teur mediocre, tres-louifus, formes prinripalemeot de bouquets de 
bambous, de rutins, de lianes, et parsemes de quelques beaux arbres, 
entre aufres I'arhre a Thuilo. On n'y compte ni cocoLiers, ni arequiers, 
ni aucuns fruits, si ce n'est quelques pommes-canncUes. Le sol y est 
presque partout marocageux- Par place, on ri'ncontre quelques clai- 
rieres garnies de gazoa. Lorsqu'on s'enfonce plus avant. jusqu'aux 
monts Kow-Luang. on trouve une vegetation puissante et deux char- 
mantes rivieres. Rien ne semble done opposer d'obslaclcs setieux it 
I'exploitation des ricbesses minerales de ces inontagnes, qui renfer- 
ment, parait-il, de I'etain en quantite considerable et memc de Tor. 

Nous devons ces derniers renseignemenis a M. Pierre, directeur du 
Jardinholanique de Saigon. TransporleaBang-Kokparlefn'/on, I'intre- 
pidenaturalistc, accompagne seulementd'un Annamile.de deux Siamois 
et d'une charretle a boeufs, nous rejoignait peu dejours avant I'eclipse, 
charge de plantes et d'oiseaux de toutes series, Apres avoir parcouru 
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I'espare presqut; desert dn ^o lieues, qui s^pare noire statiriii de lu cii- 
pilale siamoise, et prcniint li peine deux jours Vie repos, il reparlait 
pour explorer les monlagnes de Kow-Luang- 

La plHge de Wha-Tonne, liabituellemeiil si solitaire, elail devenuc 
fortanimee; outre noire propregroupe, oil regnaitunegrandcai'ti vile par 
suite des allees et venues continuelles enlre la lerre et les deux navires, 
it s'etail forme un piiu plus au nord, a un mille environ de I'observa- 
toire, un etablissement slamols d'une veritable imporlance. Lors de 
noire an-ivee, ce dernier point elail dejit occupe par le frere du premier 
minislre et sa suite, dans laquelle se trouvail un jeune mandarin, ap- 
pele Ne-Houal. Celui-ci, ayant fait parlie de I'ambassade siamoise a 
Paris, parlail un peu frangais et nous servait d'intermediairo dans nos 
rapports avec les ouvriers indigenes. Depuis lors, les Siamois avaient 
conslruil une sorte de palais en plancbes et en bamboiis pour le roi et 
sa cour, des cases pour les ministres et les etrangers de dislinclion; 
puis suceessivemenL etaienl arrives par lerre des troupeaux do bulHes, 
de bceufs, de ehevaux, d'elephants, en iin mol toiil ee qui devait servir 
a TentreLien d'une Iroupe nombreuse, Le corlege royal, compose de 
t4 bateaux a vapeiir, veniiit lui-meme niouiller dans la baie quctqucs 
jours avanl i'cclipse el, bienlot apres, il elail rejoint par le yacht du 
gouverneur de Singapore, 'accorapagne d'une corvelle anglaise. A ce 
moment, i8 bateaux a vapeur elaienl reunis en ce point, oil n'avait 
sans doule jamais sejournc aucun grand navire, si ce n'est celui du 
capitaine Richards. 

On lomberaitdans une grave erreursi Ton jugeail de loul le royaume 
de Siam d'apri^s la parlie que nous avons deerile. Celle-ci, eloignee du 
centre, auquel rien ne la raLtache, est en quelque sorle consideree 
comme une non-valeur, II est a croire que rinHucnee du roi, qui n'a 
pas occasion de s'y exercer, n'y existe gnere que de nom. La region qui 
comprend la capitale est au eonlraire tres-babitee el irfes-ferlile. Enlre 
autres produils, elle fournit en abondance des fruits varies et d'une 
qualite lout exceptionnelle, donl la reputation s'etend jusqu'a Saigon 
et Singapore. Bang-Kok, oii resident plusieurs Europeens, est bati sur 
lesbordsd'un grand fleuve, le Menam. Outre le Palais royal, qui est con- 
siderable et fort somplueux, ony remarque, dit-on, plusieurs construc- 
tions imporlantes. d'une arcbiteclure originale, cl parmi colles-ei des 
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tidilices nppeles cremations, ou i'on briile les morls. Le detail sulvani 
pniirra surprenilro : certains quiirticrs sont eclaires au gaz. 

La suite du roi elait fort considerable; outre ses femmes, scs nom- 
l)reux enfanls, les minlstrcs, les dignilaires de la Couronne, une f'oule 
(le grands dti pays ct quelques Europeans de Dang-Kuk, il etait accom- 
pagne d'une partie de son armeo. Ce deploiement de puissance est ha- 
biliiel auxsouverainsde cescontrcesquandilssedeplacent; cependant, 
on peut penser que dans la circonstance presenle, il avail nn but tout 
particulicr. On a vu, par le recit de M. Behic, que noire debarqueinent 
sur le terriloire siamois n'avait pas laisse que de donner quelque oni- 
brage aux Iiommes d'Elat de ce pays. Voici la raison de ces craintes. 
Depuis que la France, par la conquete du royaume d'Annam, s'est sub- 
stituee au roi d'Hue el a fonde la riche colonie dont la pruspcrite croit 
chaque jour, le gouverncment de Siam, loujours en eveit, n'a cesse 
d'avoir les yeux lournes de noire cole. Plus puissant que ses voisins 
avant noire arrivee, il exerijait sur lous une veritable supreniatie et, en 
particuliej". il elait parvenu a imposer au roi de Cambodge une sorte 
de vassalile a laquelle nous avons mis un terme. Depuis lors, cumpre- 
nant que sa propre independance est enlierement livree a notre merri, 
il considere lous nos actes avec defiance et nos progres avec amertume. 
II faut ajouler que la diplomalie aoglaise n'a cesse de mauoeuvrer a 
Bang'Kok de Tagon a enlretenir ces inquietudes. 

OnconQoil, par ce simple aperQU. que I'annonce d'une expedition 
framaise sur la cole de Malaisie ait eveille quelque emoi cbez nos soup- 
(onneux voisins; les difQcultes opposecs d'abord a la demande du gou- 
verneur de Saigon en sont la preuve, et il est permis de croire que 
le roi, venant dans ce pompeux appareil, voulait jugerpar lui-meme de 
nos intentions veiitableseteviter une prise de possession escamolee par 
surprise. Quoi qu'il en soil, nos relations avec nos boles ne cesserent 
d'etre cmpreintes de la cordialile la plus complete, et ]e dois ajouler 
que le goiit du roi pour I'astronoinie sulHrait d'autre part pour expH- 
{|uep son deplacenienl. 

C'est un fait tres-reniarquable que la faQon dont I'amour de cette 
science s'est repandu dans la Tamille du roi. Un de ses freres, mort il 
y a quelques aanees, elait enlierement voue a I'etude des astres. 11 
s'etait procure, par rentremise des Anglais, un grand nonibre de lu- 
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ncltcs <jt d'iustrumenls varies doiit II se servalt ass'iUumenl ct passait 
pour [lusseiJcr uiie instruclion relativcment profondo. Lc roi lui-meme 
t'tait fort instriiit, eu egard aux habitudes de son peuple. Eleve par un 
missionuaire anglais, dout il pnrlait la langue, il avail puisedansdes 
ouvragcs curopeens des notion!! assez oompleles de cosmographie et 
continuait avec passion les etudes de son frere. 

Conrorniement aux lois de ['etiquette maritime, son arrivee fut saliiee 
par la Sarlhe de vingtetun coups de canon, et aussitot qu'il Put a terre. 
nous allames lui reudre visile, 

Le prclendu palais de bambous qu'on lui avail eleve sur la cole elait 
en toured'une haute palissadeformantcour d'lionneur, oiise tenaient Ics 
gardes et I'artillerie. Dans cctlecoup.on avail dispose pour le roi une lu- 
neltede Torce mediocre avec un siege a reasort analu^uea ceux quisont 
en usage dans les observatoires d'Europe, ainsi qu'une sorte de maison- 
nette roulanle destinee aux princesses. Le balimenl d'babilalion elait 
divise en deux parties par une cloison dans le sens de la longueui'; 
I'une, celle qui donnait sur la cour, elait occupee presque tiu lolalite 
par une longue galeiie tendue de draperies en colonnade rouge el de- 
coree de faisceaux d'iirmeset degranrles lampes sur trepied, alimenlees 
avec cetle liuile de coco qui repand uue odeur si desagreable. Au milieu 
de cette piece, faisant face a renlree. une porle donnait sur les apparte- 
ments particuliers oil se tenaient les femmes et les enfanls. En avanl de 
celle porte, elail dressee pour le roi une eslrade elcvec de quelques 
picds. C'est dans la grandc galerie que nous fumes recus : les tambours 
battent aux cbamps a la francaisc, le roi s'avan^a jusqu'a la porle exle- 
rieure, et aprt's nous avoir lendu la main ii chacun, il nous invita 
il entrei'. Tout aulour, se tenaient accroupis les enfanls el les gens de 
la Cour, y comprisic premier minislre. Aucun Siamois, en efl'et.ue peul 
se lenir debout devant le souverain, on le sert en marchanl sur Ics ge- 
noux et sur les mains; du reste, ces formes serviles sont en usage du 
bautcii has de I'echelle sociale; tout le monde s'agenouille devant lc 
roi, toys les aulres devant le premier minislre, el ainsi de suite. 

Le roi elait un vieillard de 68 aus ('}, de taille moyeune et fort 



(*1 Le sftjour de Wha-Tonne fut falal au roi ; il pritsurce 
(ievre qui I'eniporla quelques semsinesplui^liird. Son ills li 
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niaigre; sa figure, empreinte de bonbomie, porlail les traces il'uiie 
iitlaque de paralysie clonl il avail ete atteiat quelque temps aupjiravant; 
son crane, entierement rase, lui doDnait une pliysionuinie (out a fait 
it part 3U milieu de ses sujels. Incessamment, il macliait le betel. 
Qpant a son costume, il se composait d'une petite vesle sans revers, 
d'un gilet montant jusqu'au cou ot d'un large pantalon tombantjus- 
qu'a la chevillc: ic tout en soie grise h pelites laies; d'enoi-mes enie- 
raudes servant de boutons a son gilet el des baboucbes dorees, qu'il 
laissait de temps a autre, coiistituaient le seul luxe de sa toilctle. 

Apres que nous ciimes pris place dans des chaises d'Europc, le roi, 
s'exprimanl en anglais, se mil a nous parlcr un peu de tout : d'abord 
d'aslronomie, de I'eclipse, des marces, ot puis il demanda I'epee qui 
lui a ete envovee par TEmpereur, nous lit remarquer la di'coration de 
la Legion d'honneur, revinl a I'astronomie et lermina en prenant une 
boite pleine de poudre d'or, dont il nous distribua quelques pincees, 
en nous apprenant que ce produil provenait des environs. Pendant ce 
temps, on nous servait loujours a genoux du cafe, du tbe, une liqueur 
bizarre, moitie vin blanc moitie vinaigre, et des cigarellcs dc tabac 
siamois. 

Rien d'amusant comme toules ces formaliles accompHes avec le plus 
grand serieux du moade et oil la caricature de notre civillsalion sk 
mele aux vieux usages siamois; rien de burlesque comme le groupe 
de tous ces bomnies accroupis pieds nus, la tele surmontce de leur 
louffe de cbeveux berisses et qui semblenl avoir pille, pour composer 
leurs costumes heteroclites, un vieux fonds de friperie curopeenue; et 
cependant, il ne faudrait pas croire que rimllation coniiquc dc nos 
cOHlumes altosle de leur part un bommage pur el simple a noire supe- 
riorite. lis nous copient, mais a leur corps defendant, el la plupart 
pleins de morgue et d'orgueil, nous deteslent du fond du coeur et s'es- 
liment trfes-superieurs a nous. 

En sa qualile d'astronomc, le roi dcvait elre impatient de voir noire 
installation; aussi, a peine etions-nous de retour a iios cases, que nous 
aperQiimes un grand mouvoment du cote du palais; c'^tait le roi qui 
venait nous rendre visile. 

Bienlot le cortege fit son entree : en tele marcbait une musiquc orga- 
nisee a la frani,'aise jouant le God save the King (ouire cet air, son ri*- 
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ptTluiie en comprenti, dit-on, deux autrcs: Partant pour la Syne el la 
Maneillaise). Apres la musiqiie, venaient succcssivemenl une Iroupe 
d'elile armee de carabines-revolvers, rarlillerii; eonduisant deux pieces 
de canons, une escouade armee de tromblons, puis le corps d'armee. 
compose de deux ou Irois cenls liommes, veins a pen pres comme les 
Cipayes. Aprcs la troupe, s'avangait le groupe des dignilaires, les uns 
porlaiil le parasol royal, los autres I'evenlyil ou la boile a betel, etc., 
loutes prerogatives qui, cJiez les Siamois, consliluent, a des degres di- 
vers, les plus liaules marques de favcur; enfin venait le roi dans unf 
sorte d'amcricaine qu'il conduisail lui-meme, & cole son fils aine sur 
un joli cbevai, el tout autour des jeunes gens de grandes families qui, 
plies en deux, couraienl avec la voilure. 

I,e roi, qui jusqu'alors n'avail vu que dc petiles lunettes, ful vivc- 
menl impressionne par les grandes dimensions de nos inslroments. II 
Fallul lui en monlrer tousles details avec un soin minutieux. Le teles- 
cope de 4o centimetres surtout caplivailson attention. Celui de ao cen- 
timetres pouvant s'abaisser jusqu'a I'borizon, il put y voir les details 
de son bateau ainsi que ceux d'un ilol silue en rade a une assez grande 
distance, et ful einerveille par la ncttete des images. Du rcste, il s'y 
prenail fort bien pour mellre I'oculairc au point. II connaissalt les pro- 
prieles dc la boussole el paint comprendre I'usage des appareils ma- 
gneliques; iiiais il ful impossible de lui expliquer comment la pendule 
siderale communiquait au relai son ballcment de seconde. Tous les as- 
sistants s'obstinaient a n'y voir qu'un moyen commode dc compter les 
battements du pouls. 

De retour a son palais, Ic roi voulul sans doute nous donner uue 
preuve de sa competence astrononiique, ear le lendemain je recevais la 
lettreautographe suivantf, que je transcris texliiellemeni : 



I hu aslronomicsl sUlcmcnl of IW KLnc of Slum. 

I beg to slaic irud}' lliat my l<nowledge or astronomical science was wcrjy 
less almost inconsiderable. 1 bave studied this science Qrsily in Siamese and 
Peguen aslronomj, wich had been adopted and some wliat translated from ihc 
ancient book of Hindus entitled Surigasiddhant Warahamihiral Kajumultani, 
and I have afterward onl,v tested certain european books of astronomy and 
astronomical navigation geometry, and so 1 bave understand better manner of 
astronomical calculation. In use loeiarith, secant, cosecant, sine, cosine, tangent. 
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cotangent, logarith of number, etc., became acquinted with various astronomical 
terms in latin and english on certain way but my knowledge of algebra, etc., is 
not sufficient for accurate calculation. I have compaired with some know- 
ledge of geographical observations at apprehended the place of the central 
eclipse wich we may be able to stand and see the present solar total eclipse 
in duration as great as obtainable on Land. But I observed that most duration 
than that wich will be here, will be fallen at about middle of the gulf of Siam 
toward est ward inclined south-west where there is no land to be stonding steadily 
and see will the duration of the total darkness thither may be more than here 
about only two or three seconds of minute. But to point directly the place of most 
durable point of land my knowledge is not sufRcient. I do not understand of 
using various instruments wich were not in my possession. 1 have only a few 
telescopes large and small they in comparaison with those newly invented and 
improved must be considered as very commun. 

The knowledge of Siamese and Peguen astronomers are thus. 

The total eclipse of the Sun may take place for the following important 
points of astronomical occurrence : 

1. The node either ascending as descending become near to theSun'sapogy 
either before or behind at distance as least as 60 degrees on the ecliptic 
course. 

• 

2. The Moon perigy become near to the place of syzygy straight beetwen 
centres of the Sun and Moon and the Earth or near to the said nodal po- 
sition. 

3. The Sun become near to the said nodal position as 7^0 miles or 12 degrees 
in ecliptic. 

The said also that whenever the interior planet Mercury or V^nus and Moon 
become below the Sun directly to any latitude of place on the surface of the 
Earth the extractive power of those said bodies extrait the surface of the Earth 
and produce greater rains and clouds more than usual on that for several days. 
It is evident that the like or similor occurrence can be comparated with ex- 
traction of the Sun and the Moon produce high water an surface of the Earth 
on the days new Moon and full Moon always and lowest water appeared on 
first and last quarters of the lunar month for the Sun and the Moon are very 
distant position toward the Earth. 

But the wider knowledge was not to me more than fore said indeed. 

S. P.P. MONG KUT, K. S. 

jinnalei tcientifiques de I'Ecole Nor male superienre. Tome VH. 1 7 



IJO OBSERVATION DK- L KCLIPSE TOTALE DE SOLEIL 

Tout se Irouvait prepare pour ['observation de t'eclipsc. l.i' 
sonnes qui devaient y concoiirir Plaient : 



U*i 



.yv. 



UaTT. 
OlBV, 

Letoubkel'r cl BtHir, 

I'lGRRE, 

Gaknillt, pharmacicn lie rhopiial miliuiie de SuVgixi, 
Lcs Oriiciers li^ la Saii/ie tl du Fielon. 



Puui' lii pailieile cl- rt'cil, f|ui se rappopte dlrecteincnt a I'observa- 
liiiii iie reclipse, je reproduirai presfjtie tevtuellement la porlion cor- 
respondanle du Rapport que j'ai preL-edt'iumcnl .idresse au Miiiisti'e, el 
qui a ete redigesous rinipression du premier moment. 

J'avais propdse ii mes eoll^boraleurs le piogramme suivixnt, (|ui tut 
accepte. 

Le premier I'outact serait note par MM. Stepliyn au grand toleseopt, 
Tisserand a ('equatorial, Rayet au tele-scupc de o'^.ao, Halt avoc tine 
petite lunette meridienne porlativc, disposee en allazimut, Olry iivec 
line faible lunette terreslre. 

Dans rintervalle d'une heure t-t demie environ, separant le premier 
eontact du second, MM. Tisserand, Halt, Stepliaii obscrveraient les 
eornesdu croissant, aiiisi que les oecultationsdes lachea et des faeules; 
dans le cas oil la part'ie du disque de la Lune exterieure au Solcil se- 
rait visible, ils cherclieraienl ii en apprecier les variations de clarte. 
Pendant ce temps, MM. Ruycl el Chabirand, munis de spcetroscupes, 
iHndieraient le spectre ilu Soleil, afin d'etre mieux ii meiiie d'y saisir 
(piel()ues modifications, quand la portion visible du Soleil serait re- 
duite a un Ires-mince filet lumineux. 

Quelques minutes avanl leiteuxii'me contact, jusqu'a trentesceondes 
environ avant I'lieure calcnlee pour ce cotitaci, MM. Tisserand et Sle- 
plian devaient clicrclier, avec leurs inslruinetiLs plus puissanls, a saisir 
sur le bord occFilenlal de la Lune, la naissance des premieres iirolube- 
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ranees, |)i.'riJiinl (|uc iMiM. Ravet ft I'.liabip'aoti examineraienl Ip spt'clrc 
I'niinii });ir I'pxtreine bori) du Soleil. 

I.(! duiixicmc cunUu't serait uiiserve par MM. Hall el Olry. ainsi t]\n- 
par MM. Tisseratui el Sleplian, s'il elait possible. A [larlir tie ce mo- 
mptil. fos (icux (lerniers observateurs tlonneraieni tous leiirs soins it b 
mesure (le» proliiberances comme position et comme grandeur: 
MM. Ravel el Cliabiraml en examineraienl le spectre: M. Olry cxecti- 
terait uti ile.ssin ile rensemblu* avec une forte iurnelle ; M. Halt, a qui 
j'avais romis un speclroscope a grand cbamp, devail le pointer rapide- 
ment it l:i main vers le Soleil et noler en gros s'il apercevrait des raies 
brillantes. Kniin, loules les person nes munics de lunettes devaienl etre 
altentivesanx pbenomi>nos imprevus et bizarres signiil^s par qiielques 
observateurs. lels que des lueurssur la t,uni', le Trim irUlloa. etc. 

MM. Leiourneur el Beliic s'etaient rbarges. le premier d'un polari- 
scope de Savart, le deuxienie d'un polarisrope d'.Arago; ils devaicnt 
recbercher si t'effel produil roste le meiiie, selon que Ton dirige I'in- 
slniment vers la Couronnc ou vers une autre region du ciel. 

M. Garnault s'occuperail des observations magneliques et des trnjs 
tbermonit'lres a boule libre, noircie et argentee, qui elaient exposes au 
Soleil; enfin, MM, les Ofiiciers de la Sarihe et du Frelon avaient bieii 
voufu nous prater leur concours pour les nombreuses observations ilti 
detail, telles que la mesure au sextant du diamelie de la Couronne. les 
liandes undnlatuires, la couleur du paysage, le degre rrobscureissemenl 
de Tatmospbere, el a ret effet une carle Hvait ete dressee pour qu'on 
put j noter leseluiles devenues viaibles. 

Diiraut la seconde inoitie de I'eclipse, les observations se reprodiii- 
raienl dans un ordte inverse. 

J'avais, d'autre part, prie M. Pierre do se placer le plus haul possible 
au moment du phenotneiie el de noter I'apparence generale du v.isle 
liorizoii qu'il aurait sous les yeux. ainsi que les eD'ets produtts sur les 
plantes et sur les animaux. 

Eii6n le jour de I'eclipse arriva. La matinee fut assez belle : quel- 
ques tegera nuages seulement travevsaient I'air. Venanl de la Sarike 
a terre, M. Letourneur avail apergu de sa balciniere, avee une grande 
neltele, la lumiere eendree de la Lune. Mais vers 9 heures, le temps 
rommenfa a se gater. De gros nuages sc forniani stir Kow-Luang mon- 




% 



1 



l3a OBSERVATION DE L ^CLIPSE TOTAIE DE SOLFIf. 

laienl vers le zenilli el passaient avec rapidile dans la direcliori du sod- 
otiestau nord-esi; le ciel fut bienlot completcmeot convert. 

Le premier coiilaiit I'ul iovisible. I.es nuages s'amoncelaieot de uia- 
niere a faire redouter un grain violent; deja il pipiivait nii-dessus d'un 
jielit village appele Wha-Whan, a quelques milles vers le nord-est. 
I.'eclipse elait fort avancee, et c'est a peine si nous avions pu la consla- 
ttT a travers quelques rares eclaircies. Tout nous semhlait perdu, 
lorsque vingt minutes environ avant la totalite, el comnie par faveur 
spcciale, les nuages s'arretenl, puis se dissipent pen a pen, el dix mi- 
nutes apres, dans une region assez etendue lout autnnr du So!£>il, le eiel 
deviant magnifiquc. 

A CO moment, je jelai un coup d'ceil autour de mui : les diveis uli- 
jels. noyes dans une demi-obscurite ne ressemblanl ni ii I'aube ni an 
rrepuscule. projetaieiit, tout en conservant leur cduleur propre, un 
rctlet caracteristique; le ciel. en s'assombrissant rapideiuent, me sem- 
lilait lendre vers eelle nuance violacee, qu'on appelle en physique la 
teinte sensible ; d'yulre part, les hommes des equipages mis en senli- 
nulle pour empecher I'approcbe des indiscrets, ou pour nous aider dans 
la manoeuvre des iniitruments, elaientdevenus silencieux et immubiles, 
II y avail vraiment dans eel ensemble de quoi impressionner I'esprit le 
moins enelin ii rentbousiasme. Mais nous ne pouvions nou.s arreltr a 
le conlcmpler. 

Soudain, m'a-t-on dit, comme disparaissail le dernier rayon de Su- 
leil, se monlrerent dans tout lenr eclat, meme a I'oeil qu, la Couronne, 
les gloires et les protuberances: spectacle splendide dnnl I'^ppantioii 
tut salueepar un cri contenu d'admiration. 

Dans le grand telescope, les protuberances ap|)ar3issaient avec uiie 
mcrveilleuse nettete, lelies qu'elles sont figurees dans les planches que 
nous avoiis Fait execuler d'apres des dessinsde MM. Olry ct Bordes, el 
fi'apres mes propres mesures. 

En a {Jig. i), on voil une petite protuberauce denlelee, en c une 
deuxieme de meme forme, mais de dimension plus considerable, en b 
une protuberance allongee d'une hauleur extraordinaiie; enfin en d 
une large plage de protuberances a Taspect moutonneux. 

Tous cos corps, a contours parfailement tranches, semblaient lenir 
uu disque de la Lune par une base Ires-neltc; aucun d'eux n'elJiil flot- 
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taut, lis me prodLiisaicnl exaclcmenl I'eil'et ile (lamiiies. Letir eouleur 
etait ccllc dii coi-ail I'osc, legereinent teinte ile violet. La grandcprotu- 
iteranee b prfesmilait cles Ions d'inlensil^ JllTerpnle, comme si la [inc- 
lion interieiire oiil atTi-clL' la forme lielii;o't(ialc. 




J'empluvals, puur iiiesurer la hauteur et I'un^le dt' position ile ces 
corps, le micromijtre imagine par M. Yillarceau pour I'eclipse de i86u. 
Tl sc compose d'un sysliime de cinq gros tils piiiallt'los, dont la dis- 
tance muluelle est de 53", 4> el d'tin sixieme til perpendicubire aux 
premiers. L'ensemble de ces fils est porte par une monture de lailoii 
i]ui pent loinncr a Crottement dans une doaille fixe, en enlrainant une 
petite regie. La douille maintienl un carton sur leqiiel s'lipplique la re- 
gie, le long de laquelle il suflil de promener un crayon, pour fixer la 
portion angulairc du mieromi;lre. Cette disposition, dlspensant de.s lec- 
tures, permel d'opcrer meine dans I'obscurile. 

J'avais surtout en vue de recliercher si les protuberances liennent :iu 
Soleil ou a la Lunc. Un rapide coup d'ceil m'ayant fail juger que les 
angles de position ne ilevaient varier que fort pen, eu egard a I'orien- 
lalion des protuberances, par rapport au diametre parcouru pnr le 
centre de la Lune, je m'attacbai seulemeut a multiplier les mesures 
des hauteurs, les variations de ces dernieres nedevant eire affectresque 
d'une maniere insensible par de pctits chuugemenis dans les angles de 
position. On reconnuit, en effel, apres coup, que I'nngle de position de 
la grande protuberance b n'a pas varie de 5 degres dcpuis le deiixieiiie 
jusqu'au troisieine contact: pour les autres, la variation est bpaticoup 
inoindrc. 
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Les nonibres trouves sont les suivants : 



Proluberance a.. , , 



Proliiberanco h. 



f 

\ 



Proluberance c. 



Temps moyen 
<!e VVha-Tonnc. 


Hauteurs. 


Angles de position 

comptcs 
du ISord veis I'Eht. 


h m % 
2'i.4o. 1 

0.3.44. il 


1 
I ,52 

0,00 





33.4o*4' 

33. 41. 38 


2,43 

2,o5 


79., S 


33.42.21 

33 45*4 > 
23.46. 


1,96 
1,07 

0,98 




23.44 59 

33.45. 31 


1,78 


3i6,(S 



Le nombre i^S'^^S n*esl pas le resullal d'ane mesure. 

On a evalue, par Teslime, que Tangle de la protuberance a avec Ic 
point de contact etait de 10 degres coniptes vers le sud. 

La protuberance c etait encore visible quinze secondes apres la reap- 
parition du Soleil. 

L'observatoire se trouvail situe presque exactement sur la ligne cen- 
trale, il en resultequ'on pent considerer Ics points oil se sont produits 
le deuxieme et le troisieme contact sur le bord du disque lunaire, 
comnie diametralement opposes. Nous admettrons, ce qui differe cxtre- 
mement peu de la verite, que le centre de la Lune a decrit sur le Soleil 
un diametre faisantun angle de 33 degres avec la direction du mouve- 
ment diurne. A Taide de cette donnee et des angles de position inscrits 
plus liaut, il est tres-facile de calculer les variations de hauteur des 
protuberances. 

Soient (^g. 3) 

le centre de la Lune; 

A celui du Soleil; 

EF le diametre direct sur le disque de la Lune par le centre 
du Soleil; 

r' le rayon de la Lune; 

r la distance du centre du Soleil a Textremite d'une protube- 
rance; 



I'angli 



ncluiaisoti invariable ile I ; 
metre parcotiru; 

entro le mtime iliametie el Ii 



a nroUiueianci: sur 



npns 



mcne a la lin^e do la prolubi'rance. 
Ct' que I'oti inpsiirc, cN'st la hauteur ("ID projertiim sur OC i\r l;i [»ro- 




tubri'iiiice ; iippelons ^''- la loiij^uciir 00. fl ilosij^noiis OA par jj-l, le 
li;ni|is I'lanl coiiipte depuls Ic milieu ile I't'clipse. On a 

p= rCOs{a — 'jij + IJ.t COSM. 

En dilTercutianl celle expressiou, on peul reganler '.i cninnie con- 
slsmt, car la porlioii (ie la difTerenlielle qui correspond a la variation 
derjdonne 

r[sin((( - 61) — ,"/ 5in'.i] rfw = Cli sin « — m)il'.>, 

c.i- (jiii est unequantite absolumenl negligealde. 11 rcstn alors 
ilp^ Ii cas'iiiil =: uposjtf//. 

Kti |)rcn:iiii la minute pour unite de temps, 'i ~ ^i ",iS. 

Si Ton applique eel te fornuile aux nnmbres fuurnis par robservation, 
an trouvc pour les diflerences entre cliacuii do ers nombres el le der- 
nier du gruupe dont il fail partie : 



I'roiiiberance /'■ - . 



t 
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1,'accoi'tl lie saiirait (■lie plus salisfsiisanl, si I'on lieiit coiii|)le de lu 
ftrossierele du [irocede de mesurc. 11 nous permel tie conclure que les 
|ii'oluliernnces soul ties dcpendances du Soleil et non de la Luiie. 

De son cote, M. Rayet etablissait d'utie manirre non douteuseque 
les protuberances ue sont point le resullal trun jen de lumlere. mais 
hien dcs objets materiels, t-t (|u'elles sont dc nature ^azeiforme. 

L'aj)pareil dunt il faisait usa^e se composait d'un spectroscope a vi- 
sion directe, doni la t'etite t'lait placpe au foyer njtMne du tt-lescope de 
o"',ao. 

Ses reclierchi;s out poi'to sur les deux points suivanls : 

i" L'elude du speetre'des comes du croissant Ires-eirile qui peisiste 
encore au monieni oil t'eclipse va devenir lolalc; 

a" L'examen du spectre des protuberances. 

Je reproduis le texlc de son proprerecil. 

< Spectre des cornes. — La fenle du speclrosco|)t' t'lunt uiienlee tie 
inanierc a couper a angle droit I'iniage du croissani lumlneux tres- 
elroit qui devait rester qLiclqucfi seeondes avant I'obscurite tutale, j'ai 
ifabord etudie la lumiere de rextremite des cornes. Sur le fond d'un 
spectre a raies obscures tres-nettes, fojine par la lumiere atmosphe- 
rique difTuse, on voyalt une bande beaucoup plus lumineuse, qui etait 
le spectre de la lumiere emise par rcxtreinite de la corne; quel que 
liil le peu de hauteur de cette partie, on n'y distinguail rien de par- 
liculier. Les raies m'onl paru avoir un aspect (largeur et inlensite) 
idenliquc a celui des raies du spectre ordinaire; il ne semble done 
pas que la lumiere emise tres-obliquemeni par lesbordsdu Soleil difiere 
notablement de celle du centre, ni que les rayons subissent une modi- 
(ication quelconque, en lasanl les bords de la Lune. L'observation des 
cornes a toutel'ois ete interrompue quelques instants avant I'eclipse 
lolale- 

• Spectre des protuberances. — Les observations des eclipses prece- 
dentes de i84a, i85i et i860 ayant laisse beaucoup d'incertitude sur 
I'inlensite lumineuse des images roses, j'ai cru devoir donner a la (ente 
du spectroscope une ouverture un peu plus grande que celle dont je 
venais de faire usage pour t'examen des cornes. Cette largeur etait d'ait- 
leurs assez failde pour montrer encore les prlncipales raies noires de 
frau.enhoffer. 
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i I'inslanl di.- I'obscurite lotale, la TeDlf! du s p eel ro scope ayaiil 
ete porlee sur I'image de la tongue proluberaDce qui se montiall alors 
sur le bord oriental dii Soieil, je vis immedialcmetil une serie de neuf 
lignes brillantes, ires-brillantes meme, se detachant sur un fond uni- 
forme presque noir ou du moins d'un violace ires-obscur; aucune 
trace du spectre colore donne par la couronne et pouvaiit servlr 
points de repere pour la mesure de la deviation des ll^nes brillantes: 
neannioins, par leur disposition dans le cbainp, par leiir espacenieni 
rclalif, par leur couleur et enfin par lu pbysionomie nieine de leur en- 
semble, ces lignes m'ont paru pouvoir etre assimilees aux principalis 
raies du spectre solairc. B, D, E, b, une ligne intonnue F et deux 
lignes du groupe G. 

• I.e resultat prevu, cclui ijue j'csperais verifier a nion depart de 
France, se mnnlrait avec une evidence parfaite. La lumiere des protu- 
berances, analysee par Ic prisme, donue une scrie de lignes brillantes: 
ces corps sunt done des amas, des jets d'une matiere gazeuse incandes- 
cente, lesflammes d'un phenomene cliimique d'une puissance extreme: 
car la protuberance examinee avait environ 3 minutes, soit a peu pres 
!'i4 ooo lieues de hauleu r veritable. 

» Peudynt les observations precedenles, la fente du specLroscope 
elait paralIHe a la grande longueur de la protuberance; aussi voyait- 
on, dans t'appareil. des lignes lumineuses d'une hauteur sensible en 
relation directc avcc la hauteur de I'image focale de la protuberauce. 
La fente ayant alors ete tournee de 90 degres, les raies se sont trou- 
vees I'cduites a des lignes tres-courtes, presque des points repondanta la 
faible largeur de la come lumineuse consideree. Les lignes brillantes 
represenlenl done bien le spectre de la lumiere propre des protube- 
rances, puisque leur hauteur change avec rorienlation de la fente. 




> La fente ayanl ete replacee dans sa premiere position, parallel 
la hauteur de la corne, je lis a la hate un croquis grossier du ph 

Aniiale) iciciilifiqifs de VKcoU PlormaU supirieurr. TomK Vll. l8 
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meae : ce croquis eat reproduit dans le dessin ci-joint (_/?§■. 3), oil je 
me suis efforce de dooner aux divers traits une epaisseur propor- 
tionnclle h t'intensile lumineuse des lignes qu'ilsfigurent. 

> Les ligaes Ics plus vives, ies jilus eclalantes etaicnt la ligne rouge, 
la ligne jaiine D, la ligne verte E, la ligne bleiie F, et eufin la ligne 
violelte la plus refrangible; les autres etaient keaucoup plus faibles et 
surtout oirraient une largeur beaucoup moindre. 

• Toutes les lignes se tennlnaient brusquement au point du champ 
qui repondait^au bord de la Lune; niais, tie I'aulre cote, vers eelui de 
Palmospbere solalre, elles se prolongcaient d'une manierc inegale. Les 
lignes trfes-vives, D, E. F, se conlinuaienl au dcta de la longueur 
moyenne par un trait lumineux Ires-faible, qui leur donnait environ 
une hauteur double des voisines. Une certaine partie des gaz ineandes- 
ceniR, qui forment les protuberances (ccux auxquels repundent les 
lignes D, E. F), se repand done dans I'alinosphere solaire au dela des 
limites que I'teil assigne en general 'a ces expansions. 

• L'examen de cetie protuberance etant lermine. je mis la fente sur 
la grande region lumineuse qui etait it I'occidentdu Soleil. Le spectre 
s'cst, eetle fois encore, monlre compose de lignes brillantes, disposees 
comme dans le premier cas; seulemeat, je n'ai vu qu'une seule ligne 
violelte. Toules les protuberances ne semblent done point idenliqucs. 

» Si niaintenanl nous voulions quiller le domaine de robservation 
et de la certitude, nous pourrions conclure, de I'existence de certaines 
raies brillantes, a la composition chimique des protuberances; mais ceei 
me semble tout a fait temeraire, car nous sayons que le spectre d'un 
meme gaz varie avec lea conditions oil il devient incandescent, el 
nous n'avons aucune connaissaoce des temperatures a la surface du 
Soleil. . 



Je n'ajnutetai rien aux paroles de M. Rayet, j'insiste seulemeut sur 
I'heiireuse idee qu'il eut de placer successivenienl la fente du spectro- 
scope dans deux positions rectangulaires, par rapport a la grande pro- 
tubci'imee b; le resullat de I'observation en recoitune signification tres- 
precise. Par la, eneffel, on est assure que les raies brillantes proviennent 
bien des protuberances seules, et qu'aucune lumiere emanant d'une 
source differente n'intervient dans la production du pbenomene. 



1.1's rails brillaoles furent cgalt^ment apei'QUtis par M. HatI; 
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que ce\m de M. Rayel, vitdeux raies seulemenl. 

II ii'est pasdoiileux que les protuberances aient ete visibles de tout 
Ipiiips, niais elles n'ont 6te reconnues et decrites avec nettele que de- 
puis 1 842. En 1 860, MM. Y. Villarceau et Chacornac, par dcs observa- 
tions efiectuees en Espagne, avaient deja, comme nous I'avons indique 
plus haul, ete portes a conclure, au iiioins avec une forte probabilile, 
que CCS corps sont des dependances du Soleil ct de la Lune. Toutefois, 
i-e sujel elait resle dans le vague. Void avec quelle reserve s'expri- 
mait a celte epoque M. Leon Foucaull, apres une dissertation sur la 
Couronne el les gloires : • Quant aux appendices rougealres, on in: 
saurail s'en rendre compte pav les sen les lois de la diffraction; maia 
comme ils s'elendent beaucoup moins loin que I'aureole, comme Icur 
distribution oe laisse apercevoir aucune relation connue avec la confi- 
j^iiralion du profil de la Lune, on n'a veritablement aucune raison de 
■leur contester une existence reelle. 

> Laissons done jusqu a plus ample e.ramen les protuberances au 
Soleil. • 

Nous ne craignons pas de le dire, aujourd'hui I'exameii est fail. 
Aprfes la belle observation de M. Rayet, il n'est plus possible d'admcllio 
que les protuberances soienl des jeux de lumiere; pour ce qui est de 
tenir a la /.u/te, cetle opinion ne saurail se produirc apres les expe- 
riences do i860 et les notres. 

Absoi'be par la niesure des protuberances, il m'a ^te impossible d'cK a- 
miner la Couronne dans toute son elendue, je ne I'ai observee que dans 
la portion siluec au~dcssus du groupet/. £lle y affeclait tres-neltemcnt 
la forme eu eclieveau recourbe, dont parte Arago. Sacouleur etait tuul 
a fait blanche. 

D'apres les dessios de MM. Olry et Bordes, dont nous donnons la 
reproduction a la fin de eel article, on voit que la Couronne etait tra- 
versee par quatre groupes de jets tres-etendus ou gloires correspondant 
seasiblemenl par leurs positions a celles des pi'oluberances. Ce resul- 
tat n'esl pas d'accord avec celui qu'obtinl en i860 M. Leon Foucaull, 
par rexamen de pliolograpliics assez imparfailes. L'illustre pliysitien. 
apres avoir signale une sorte de relation cntre les inegaliles du contour 

18. 
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lunnire cl la position ties gloires, inclines penser que ccs <lernieres 
sont un pur effet He difTraction. L'argumentatlon de Foucault esi Lasee 
sur le fait de la rapide dccroissance de la luraifire, a parlir du bord de 
la I.uiie; inais nous pcnsons que ce dernier detail, incomplelement 
rendu par les epreuves daguerriennes, a conduit a une fausse intcrpre- 
lation du plienomene. « Du c6te oil veoait d'avoir lieu le contact inle- 
rieur de M. Foucault, ce contour circulaire accuse un renforcement 
d'intensite qui confirmc d'une muniere aulhenlique I'lmpression deja 
signalee par M. Le Verrier. » 

Nous a ussi, nous a vonsvucerenfoi'cetnent d'intensite el la dccroissance 
rapide; mais cela nous parait se passer an voisinage du hord du Soleil 
et non pas de'CL'lui de la Lune ; nous reviendrons tout a I'Leure sur la 
description exacte de ces derniers details. Quant a present, nous devons 
constater qu'a Wha-Tonoe les gloires out paru correspondre aux pro- 
tuberances. Or, si nous rapproclions ce fait d'un autre, pusterieurement 
(lecouvert par M. Lockyer, a savoir : que la maticre rosee est disseminee 
sur loute la surface du Soleil, n'esl-il pas tr<>s-simple de supposer que 
celle maticre repand dans rimmeose atmosphere solaire des vapeurs ou 
encore une illuminatiou speciale qui produit I'aureolc? Les points oil 
la condensation est plus considerable et donne lieu aux protuberances 
proprement dites dolveut alors, ainsi qu'on I'observc, presenter des 
jets de lumiere plus eleves. 

Avant d'etre temoin du plienomene, )e pensais qu'au moment ou 
I'eclipse devient totale, loute lumiere vive s'evanouit brusquement et 
qu'aucune mepnse dans revaluation de I'instant du contact ne devrait 
se produire avec une lunette bien rcglee. II n'en est point ainsi. 
Apres In disparition complete du Soleil, il subsiste encore, pendant 
quclques secondes, dans la region ou s'est produite la tangence des 
deux disques, un filet lumincux tres-mince, bien limite exterieuremeni 
el d'un eclat tellement intense, qu'il peul induiie en erreur sur la rea- 
lite du contact. L'etTet est d'autanl plus marque, que la lunette est plus 
puissanle: avec une jumelle, M. Olry n'en cut pas conscience; dans le 
grand telescope, au coutraire, il nie parut tellement net, queje n'lio- 
sile pas a considerer le globe proprement dil du Soleil commc enioure 
d'une couche tres-mince, diaphane et exeessivement briliante. La inenie 
apparence s'est niontree a M. Tisserand, dans la lunette de Cauciic, el 
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je dis toultle suite qu'elle s'est presenile ea sens inverse lors du troi- 
sieme contact. G'est cette couclic qui produit, dans les images phuto- 
^raphiques ubteniies immedlatement npres le deuxieme contact on 
avant le troisieme. le renforcement de lumifere dont parle Foncault. 

L'existence de I'enveloppe brlllante permel d'expliquer les forles 
divergences qui se sonl prosenlees dans certains cas pour plusieurs 
personnes observant la m^me eclipse avec des instruments dissem- 
blables. Dans le cas actuel, j'ai conscience d'avoir note, non pas le 
deuxieme contact, inais I'occullation par la Lune du bord cxterieur de 
Tenveloppe brillante ; M. Tisserand, tout en distinguant cette dernicre. 
est sur d'avoir marque I'instant meme du contact; M. Hatt, sans faiie 
la dislinction, a continue ile compter jnsqu'a la disparition de loule 
lumiere; M. Olry, avec sa lunette extremcment faiblc, n'a pu voir que 
le contact. II resulle de la que ces observations doivenl elre reparties 
en deux groupes : le premier comprenant celles de MM. Tisserand et 
Olry; le second celle de M. Hatt et la niienne. On a ainsi trouve en 
temps moyen deWba-Tonne : 




„ .. L Tisserand 33 3i).a3,i 

( Olry 23.39.23,8 

Moyenne.. . . 23.39.^3,45 

Occuli.iLion de la couclie l Sieplian 33.39.33,9 

brillanle | Hall ^.3.39-35,1 

Moyenne.... 23.39.35,0 



l,a dilFerence des deux nioyennes nous donnc, pour epaisseur de hi 
couche, 4"t4- 

Le troisifemc contact fill observe pai' MM. Tisserand et Hatt, qui trou- 
verent (*) : 



Tisserand . 
Man 



33.46.9,1 
?3,46.3,i 



(*) M. Olry, occup^de soadessin, et M. Stephan, des protuberances, ne pu real observer 
■e contact. 
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De ces nombrcs, on conclut. pour la longitude de Wha-Tonne, les 
valeurs suivantes: 

Premier conlact {Tisserand et Oiry) 6.29.49,0 

Deuxienie conlact (Tisserand) 6.29.46,3 

Deuxieme contacl (Hall) 6.29.42,9 

Le piTiTiier nombre resulte de la moyenne de deux observations 
presque idenliques a cliaciine des(|uellcs nous atlribuoiis pour ce inolif 
im poids double des deux dernieres; par consequent C"" 39"'. 'i9\o doil 
lecevoir le poids /|. Nous trouvons ainsi pour la longitude adoptee 

G''a9°'47'i5. 

Un peu avanl bi lolalite, le bord de la Lune occulte deux belles 
lai'lies piluees pres du bord oriental du Soleil. M. Tisserand et M. Hall 
ohserverenl ces occullations. Si je relale ce fail, c'esl pour inenlionner 
une reniarque simullanee des deux observateurs. II parut a cliacun 
d'eiix que, durant le passage de la lacbe derriere la Lunc, le mouve- 
nienl de eetle derniere etail accelere; en d'autres lermes. la lacbe 
senible comnie aspiree par la Lune. On sail, d'auire part, que quaritl 
line etoile est occultee par la Lune. elle semble t'rancbir d'un bond le 
pelil inlervallc qui la separe du bord un peu avanl rimmersion; tandis 
qii'au moment de I'eniersion, I'etoile appar;nt un instant a I'interieur du 
disque. Tous ces fails sont de meme ordre el facilemenl explicables par 
ce principe si bien 6labli par M. Wolf, dans son Memoire sur I'equation 
personnelle : que, quand deux corps angulairemenl tres-rapprocbes ont 
un deplacemenl relatif, leur distance veritable semble alleree d'une pe- 
tite quanlile de sens contrairea celui du raouvement. II suit de la,qu'au 
moment oil I'eloile va s'eteind re, elle parai I encore distantedu bord d'une 
quantile appret^able: d'oii Tillusion d'un petit bond vers le disque a 
rinslant meme oii I'exlinction se produil. L'effet est inverse a la sortie. 

(Jne demi-beure environ apres le iroisleme contacl, les nuages se 
refonnerent, et le quatrieme contact ful invisible. 

Sans doute il est regrettable que le premier et le quatrieme contact 
n'aient pu £trc observes; mais notre longitude n'etanl pas exactemenl 
connue, eette lacune est peu de cbose. Pendant toulc la parlie du pLe- 
nomene interessante an point de vue pbysique, le ciel se mainlint su- 
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perbe tout auLour du Soleil : apres nos craintes promieies, nous nous 
Irouvions troj) iieureux de ce resultat. 

Les observations de detail, saur celle du >I. Pierre, que nous ferons 
ronnaitre tout a I'lieure, ne presenlent pas un grand interet. 

Queiques-unsdes olficiers de la Sarlhe chercli brent a mesurcr Ic dia- 
metre de la Couronne. mais sans succfes. 

La polariscopie ne donna que dcs resullats nogatifs. iVIais nous soni- 
mes loin d'en conclurc qu'il n*y ait rien a trouver dans ce sens, en 
adoplant un mode d'observation plus precis. 

L'obscurit^ fut asse/. intense durant la tutalile. En plein air, on dis- 
linguait aiseinent des earacteres d'ecriture; mais h I'interieur de la 
cabane de I'equalorial, M. Tisseraiid Tut oblige de prendre une lampe 
poup lire le tambour de son micromfelre. Cinq etoiles seulemenl devin- 
rent visibles : il faul attribucr re pelit iiombre a la presence des nuages 
qui couvraient une parlie du ciel, car la region du firmament qui se 
trouvalt ators au-dessus de I'burizon est une des plus riebes en belles 
constellations. D'apres iM. Leiourneur, Tonibpe portee du toil de notre 
habitation ne cesse pas d'etre apparente. 

Ancun (le nous n'apergut de distorsion dans les eornes du croissant, 
ni le pbenomene des grains de cbapelel, ni de points brillants sur la 
surface de laLune. 

« L'elat du eiel, dil M. Rajet, a viveinentcontrarie les observations 
meteorolugiques; dans les irregu la rites des noinbres, il est dilTiclle de 
faire la part de ce qui doit etre altrlbue au passage des grains ou 
des nuages, et de ce qui revient a I'obscurcisscment graduel du 
Soleil. 

> Le baromelre a conserve pendant loute la duree de Teclipse la 
marche decroissante qui lul est liabiluelle dans cette periode du jour. 

» La temperature a I'ombrc et au Soleil a subi un decroissement 
marque au moment de la lotalite, mais reflet est nioins aceentue que 
dans le cas ordinaire. 

* Le vent a faibliau moment de I'eclipse tolale, la marche des nuages 
s'esl ralenlje, mais nous n'avous pu observer, commedans les eclipses 
precedentes, un cbangement dans la direction duvent. 

> L'aiguillededeclinaison n'a eprouve aucune perturbation sensible, 
et si quelques irregularites existent ilans les nombres qui expriment 
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la (leclinaison, eltes sont de roriirc de celles que Ton rciKonlie en 
t'iiisant des observations semblables un jour quelcooque. 

» Nous avons place a la fin du Mcmoire le tableau des observaliotis 
meleorologiques pendant I'eclipse. 

■ Le surlendeniain de recUpse. M. Pieri'e revinl de son excursion 
ilans la montagne. Pendant toule la duree du plienomene, il s'etait livre 
a des observations cousciencieuses i|u'il a bien voulu consigner ilans 
une lettre, dontje vaisreproduire quelques passages : 

• J'avais, dit.M. Pierre, cboisi, au sommet de la montagne Luang, 
• un point tres-decouvert qui me popmeMait d'embrasser un horizon 
> d'une dizaine de lieues. 

■ J'etals a ce point d'observation a S^ 3o" du matin. • 

Alors H. Pierre enumere les signes d'inquietude qu'il a iru recon- 
naitre chez des singes du genre Semnopitlieque, Truceros et quelques 
autres especes. II conclut en disant qu'il n'oserail attribuer les ma- 
nifestations insoliles de ces animaux a rnbsi'urcissemenl du Soleil. 
Elles ont fiu plutot pour cause sa propre presence. Cependaut il n'est 
pas douleux que les eclipses n'aient une inlluence sur quelques ani- 
maux; ainsi. les volaitles qui couraient autour de nos cases regna- 
jinerent leur nid, et quand le Soleil reapparul, un coq chanla. 

L'elfct a ete de meme fort pen sensible pour les plantes. 

Je iranscris mainlenant la fin de la lellre oil se trouve consignee une 
Ipes-curieuse observation d'un ordre lout diHerent: 

• II me resle si vous parler des bandes lumineuses que j'ai aper^ues 
onze foisdurant le cours de I'eclipse. La Lune avail envaiii les-deux 
dixii^mes du Soleil quand elles ont commence a paraitre a I'liurizon. 
J'en ai compte d'abord trois, puis sept ; mais jamais ce nombre n'a ete 
depasse. Perpendiculaires a I'borizou el paralleles enlre elles, elles 
presenlaienl une largeur imaginative de 60 centimetres, lilies pa- 
raissaienl el disparnissaient suivant les ondulalions de Talmosphere; 
mais elles reapparaissaient toujours au meme point de I'liorizon. Elles 
n'offraient pas toutes le ineme eclat. Elles passaient par toules les 
nuauces du rouge au pourpre violet. II m'a paru que ces bandes dc 
gauche it droite. ou du nord au sud, n'oftraient pa* a la fois le meme 
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(legre tl'intensite lumineuse, Ainsi, la derniere au sud-est Otail pourpre 
ijnaiid celie qui elail presenle a I'extremite de I'urc contre Kow-Luang- 
\\'o[ig elail k'gercment leinlee de rouge. 1 

Nous ne cherclierons pas a expliquer le plienoiiieae si uil donl 
M. Pierre novis donne la description. Nous ajoulons Beuleincnl ii son 
recil celle remarque que, selon loule vraisemblance. k'S bandes ondu- 
laloires, les ombres couranl sur le sol, slgnalecs ii dilTerenlcs reprises 
par divers observateurs, u'elaienl qu'une nianifeslation parlitdle dii 
meme fait. 

Nous resumons-, comme ilsuit, les resullals qui dt-coulenl des obser- 
vations precedenles : 

Le Sokilest entoure d'une couche diaphane fres-brillanle, d'unce'pais- 
seur moyenne de l\ a S secondes d'arc. au /ravers de laquelle on aper^oll 
le globe propremcnl dif. 

Sur cetle surface, esl repandue a profusion une rnaliere 
flammee qui, en certains points, se condense en fonne de jets d'une 
lumiere rosee. pouvant s'e'lererj'izsqu'a 3 minutes de hauteur. 

Outre ces fails, directement deduits de rohsenalion, nous admettont, 
qu'il existe aulour du Soleil une immense atmosphere gazeuse tlonl la 
region inferieure, illuminee par la matiere des protuberances ou remplie 
par les vapeurs qu'imettent celles-ci, donne lieu aux phenom^nes de t' au- 
reole el des gloires. 

Les coordonnces geographiques de Wka-Tonne sonl : 

Longitude comploe a Test de Paris 6''a9'"47'.5 

Laiilude boreale 1 t",43'.55",o 

Lin capilaine anglais accompagnant le gouverneur de Singapore 
essaja de photograpiiier I'eclipse; mais les cpreuves ne nous fiirenl pas 
coniniuniquees, el je ne crois pas que les resullats obtcnus aient Hi- 
tres-remarquables. 

Le roi de Siain, de son nole, avail observe I'eclipse : a chaque con- 
tact, sur un signe de lui, un coup de canon avail ele tire et tout le 
peupte avail ete saisi d'admiration pour la science dc son souverain. 

Le soir, une invitation du Minislre des ATfaires elrangeres nous ap- 
[lelait au Palais pour asslsler a une representation dramatique. 

•lUfiquts dc fEcole Normale suptrieure. Toroa VU. I9 
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Lc roi etait ravi, il nous racoota ses impressions avec delails : Very 
difficuh obsen-ation, illsait-ll, bitl very beautiful; il nous fil comprendie 
(|ue les resull.ils obtcniis concorditieiit de tous points avec ses previ- 
sions, entra dans unc disserlalion ctendue e[ assez incoinprihensible 
sur I'aslronomie en general; puis revint a son sujct favori. la (question 
lies inarees. 

Pendant cc lemps, dans un coin de la galerie, une inusiquo siamoise 
preludait bruyamment a la fete. L'orchestre coinprend an premier rang 
de grands liarmonicas, formes avec dcs timbres et des planclictles de 
liois sur ii'squels les virtuoses indigenes, au moyen de petlts marteaux 
de hois dnr, frappent avec une vitesse vertigineuse; derrii^re ceux-ci 
Eoni plact's les instruments a vent, qui ressemblent beaucoup aux 
bignous de nos contrees; puis viennentdes sortes de cliapeaux cbinois 
et lea gongs qu'on fait resonner a tour de bras. De eel ensemble sort un 
llii'me, dont la melodic tres-simple n'est pas absolument desagreable. 
et sur lequel les artistes brodent une myriade de notes, des fiorltures a 
I'infini. 

Au pied de I'estrade royale est dressee une manicre de petit aulei 
garni de fleurs artificielles, de deux petits cierges non allumes et 
d'une lampe qui briile. 

Tout elant pret, le roi donna le signal. 

Ce genre de diverlisseuient, qui semble emprunte a I'lnde, porle le 
nom de lakone, cliez les Siamois. Ceux-ci y apporlent une veritable 
passion et, dans les grandes circonstances, 11 y a, dit-on, Aes lakones 
qui durent plusieurs jours et plusieurs nuits. 

Ce n'est pas. a proprement parler, une representation dramatique 
dans le sens que nous atlacbons a ces mots. C'est plutot I'exposiliou 
cbantee d'une interminable epopee mjtbologique. he fond, loujours le 
meme, est la grande qucrelle legendaire du people dos singes avec le 
peuple de Bralinia. Sur celte donnee, lesauteurs, donnant carriere a 
toutes les fantaisies de leur imagination, invenleni les episodes les plus 
varies, qu'ils soudent les uns aux autres, le tout entremele de danses 
et d'une foule d'incidcnts allegoriques. 

D'aboi'd, se presentent deux danseuses supcrbement vetues d'etoffes 
de soie tloree. les liancbes nues, la lete couverte d'une sorle de tiare, 
les ongles engages dans ces longs etuis d'or elliles originaires de la 
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Cliine. Elles s'avancenl yiar mouvements leuts el carlences, contournanr 
leurs bras d'Linc nianiere bizarre qui rappelle Ics allures du serpcnl el 
frappant Ic sol en niesure avec Ic pied, tout on mamlenanl les malii-i 
dans cetle pose qu'ou a^sigoe gcncralcnient atix Idoles de Boudlia. 
Apres avoir fait une genuflexion devanl le roi, ellcs alliimpnl les 
petlls cierges el continuenl leurs exereices. 

Par leur attilude. quoique Icur figure reste impassible, elles doivenl 
inilier le speclaieur au sujet de I'episode. Une serie d'au(res couples, ne 
dillerant de cclui-ci que par dcs di'Lails dans les toileUes cL les poses, 
viennentsuccessiYemeul le rem placer; puis apri^sce prologue, une voix 
suraigue s'eleve dans la coulisse etcbanle, avec des modulations loules 
particulieres, une longue stropbe du poi^me. A[)ri.*s ces cbants, retour 
des poses : cetle fuis ce sont des singes fantasliques qui gambadent de 
la maniere la plus grotesque; puis vient un jeune couple amonreux 
poursuivi par un de ces animaux; apres qiioi la canlatrice reprend, ct 
ainsi de suite. Au bout de deux heures de ce regime, nous elions aba- 
sourdis, et nous primes conge du roi. 

Les Siamois firent sur-le-chaiiip leurs preparalifs de depart. Des le 
lendemain, presque tous avaient quitte Wiia-Tonne. De noire cote, 
nous nous disposames a Ics imiter. 

Lc point de la cote oil nous elions etablis est aussi insalubre que 
possible, surlout a cetle epoque de I'annee. Les terrains entiijremenl 
inarecageux que recouvre la foret, pietines d'ailleurs dans tous les sens 
par les ouvricrs quiallaient ycouper desboiselpar leslroupeauxduroi, 
degageaienlen abondancedcs miasmes que nous apporlaicnt les vents re- 
guliersdu sud-ouesi, L'eH'elde cesexhalaisons produisil bientotsoneffet 
sur les equipages : presque tous ceux des liommesqui avaient sejourne a 
lerrese trouvaieutactuellementa I'infirmerie; rundesofficiers. >1. Cour- 
geoUes. venait d'etre pris par une grave affection dufoie; le lendemain 
del'eclipse, M. Garnaultel notre mecanicien furent atteinls d'une ficvn' 
violenle: enfin M. Pierre etait rcvenu de Kow-Luang dans un etat de 
sante des plus facheus. Dans ces conditions, je nc pouvais que me 
preler au desir de M. le commandant Letouroour ct acliver notre 
depart le plus possible. L'etat du ciel nous ayant permis de fairc une 
derniere serie a la lunette meridienne pour nous assurer de la correc- 
tion de la pendule, nous pilmes commcncer inimedialement a rem- 
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haiqucr nos instruments. Le lendeniain, nous ipgagnions nous-riiemes 
l;i Sarlhe. 

L'Dvouerai-je, je ne laissais pas ce pays sans une sorle ile regrets. 
Lcs emotions diverses occasionnees par nos travaux, notre leussile un 
in.'^tant si compromise, los relations cordiales qui n'avaient cesse de 
regner dans notre petite eolonie, enfin ces conditions d'existence si 
nouvclles constituaient un ensemble d'imprcssions dont le souvenir 
etait et teste pour moi d'un cliarme veritaLle. 

Partis du mouillage de Kow-Luem, le 21 a i heure du matin, la 
Sarlhe nous deposait a Saigon le 33, a 4 Iieures du soir. Durant cctte 
iraversce rapide, le regime atmospherique nous parut. vers le milieu 
du golfe, tout different de ce qu'il est sur la cote de la presqu'ile. .A 
Wha-Tonne, le ciel etait generalement couvert. frequemmenl traverse 
par des grains violents; en pleine mer, au contraire, nous trouvames 
le temps presque constamment beau. La meme remarque s'applique a 
noire premier voyage de Singapore a Wha-Tonne. Enarrivanl a Saigon, 
nous retronvions les pluies. 

II est presque superflu de dire que noire premiere visite fut pour le 
(Jouverneur. Nous avions hate de temoigner a M. I'amiral Ohier notre 
vive reconnaissance pour le concours eclaire qu'ii avail bien voulu 
preter a notre expedition. 

Nous n'eprouvons aucun embarras Ji declarer que sans M. Hatl et la 
Marine, il nous aurait ete maleriellemenl impossible de nous fixer a 
Wlia-Tonne el d'y effectuer nos observations. 

M. Hatt ayanl mis a notre disposition son Observatoire, nous fimcs 
descendrea terre sur-le-champ.le cercle meridien el nous I'inslallames 
dans la salle meridienne. donl nous voulions determiner la latitude et 
rattacher la longitude a celie de Wba-Tonne. 

Nous fumes assez beureux, M. Tisserand et mol, pour rencontrei" 
deux belles nuits, celle du 26 et celle du 27. Cela nous permit de Irou- 
ver la correction de nos chronomelres el de determiner la latitude. 

Nous avions avec nous quatre chronomelres : deux de Winnerl, 
regies sur le lenips sideral et portanl les n"* 484 et 487; le cbronometre 
Leroy 284 el un compteur de Jacob : les deux premiers apparliennent 
a rObservatoire, les deux aulres nous avaient ete pretes par le Depot 
de la Marine. 





La qualile lout esceptionnelle du chronometre 484 est bien connue; 
pendant QOtre sejour ii Wlia-Tonnc, sa marche etait reside sensiblement 
iiulle; toutefois, il fallait s'assurer le mieux possible que cette regula- 
rite avail subsists pendant le transport de Wba-Toiine ii Saigon. Or, en 
comparant 484 et 487, on Irouve une discordance indiquant qne I'un 
des deux a mal inarche. En rapprochantau contraire 484 W. et 284L.. 
on constate un accord complet: ainsi, supposant que la marclie dc 48i 
est reistee sensiblement nulle, et aduptant pour 284 la marclie diurne 
do — I'.go qu'il avail a terre, on tronvc, le 28 a midi, pour la correc- 
tion du deuxieme dirononietre, deduile de ceile du premier, 



tandis ipie la coniparaison directe fournit 
— 5''a6"'(9',i, 

Cet accord aous autorise a admcltre que la correction de 484 est 
effeciivement restee invariable. 

Cette correction, par rapport au temps sideral de Wlia-To»ne, etail 
egalc a 

+ 6'' So'" 2', 6. 

Lcs observations de passages effectu^es dans Ics nulls du 37 el du aS 
nous donnent a Saigon, pour la correction du nieme chronomi-Ue, 




1 
1 



La difference des longitudes esl done 

Nous ne dissimulons point que cette operation, pour etre entiere- 
ment rigoureuse, eut dii elre suivie d'un relour a Wba-Tonne; mais, 
ouLre que ce second voyage nous elait absolunient impossible, la longi- 
tude du point de depart n'elant qu'imparfaileinent connue, nous ne 
pouvons prelendredonner pour celle de Saigon un nombre enlieremcnt 
exact. 

Nos observations de distances zenithales nous out fourni pour la lati- 
tude une valeur beaucoup plus sure. Les series du ■17 ot du a8 com- 
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prennent les mcjnes eloilcs uu iioiiibre <le quiaze; et, comme dans I'in- 
tervalle, la lunelle a ele retournee sans que la position du cercle ail 
ete cliangee par rapport a I'axe, les errcurs de graduation se trouveni 
elimiuees. 

Nous avODS alnsi trouve, pour les coordonnees geographiqiies dc 
Saigon, 

Longitude complee a I'esl de Paris. . . 6''57'"35', i, 
Laliludc boreale fo"46'47'. ■*- 

Lit se borne la partie scientifiquc de noire voyage. 

J'aurais vivement desire prolonger mon sejour en Cochincliine, m'y 
iivrer a quelques eludes du ciel austral et parcourir ce curieux pays; 
inais la nialadie, qui jusqu'alors nous avail epargnes, a I'exccption de 
M. Hildebrand, nous attcignil a notre tour. Toys, successivement, nous 
fiiines pris par la fievre. et I'un dc nous, M. Cbabirand. par un acces de 
violence telle, que les medecins nous prescrivirent de regagner I'Eu- 
rope sans retard. II fut done dci:ide que nous prendrions le prochain 
lourrier a la fin du inois. La Sanhe ayant reQu I'ordre de renlrer en 
France, nous y laissames nos caisscs d'instruments et les chronomelres, 
dont M. le comniaiidant voulut bien se charger. Cotte comblnaison nous 
ofTrait le double avantage d'eeonomiser a I'Etat une somme assez ronde 
el d'eviler le transit egyptien. 

La brievele de noire sejour a Saigon ne nous permit pas d'eludier 
;i food cette capitalc de notre colonic, cependant nous pumes en 
prendre une idee assez complete et visiter les points principaux des 
alcntours. 

La ville est batie sur les bords d'une large riviere, le Donnai, que 
peiiveni remonter facileinent, a maree baule, les navires du plus fort 
(onnage. Le pays envlronnanl, plat et marecageux, est d'une fecondite 
remarquable et se prete surtout a la culture du riz. Cettecontree, percee 
d'une foule de canaux, nommes aroyos, est facilenient parcourue par 
les jonques qui portent a peu de frais, d'un point a I'autre, les male- 
riaux et les travailleurs. A ces nioyens de communication, sejoignenl 
dc belles routes creees depuis notre occupation. 

Les parties de la viUc qui bordent la riviere etaient autrefois mareca- 
geuses et malsaines; mais le sol a ete desseclie, ralfermi, el acluellement 
on y voil un beau boulevard garni de maisons el piante d'arbres. 
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Comme ii Singapore, il y a a Saigon un quartier europt-en et un 
quartier chinois. Le premier a I'aspecl le plus riant. Les rues sont Iiieii 
alignees, entretenues avec soin et bordees dans presque loule leur 
longueur de jardins, au milieu desquois ]cs niaisons sont construites. 
Queiques-unes de ces dernieres sont vasles et d'une jolie archileclure. 
La portion uliinoise. scparec de I'autre par un aroyo, oflVe iieaucoup 
d'anatogie avec les quarliers ctiinois de Singapore; mais elle est encore 
iissez peu etendue. 

Saigon possijde un depot de cliatbon, un arsenal, un beau jardin bo- 
lanique, dont M. Pierre est ic creatour; el un vaste enelos, appete 
Pare da Gouveniement, oil Ion fail des cssais de cuilure. 

II y regne uii mouvement sssez aclif el memc cerlaines allures d'ele- 
gance; on y rencontre beaucoup dc voitures publiques ou particu- 
lieres. Les habitudes sont d'aillenrs enliiirement fran^alses. 

A 4 kilometres environ, se trouve une ville loute chinoise appelee 
Cholen. Malgre sa fondatioa recenle, Cbolen renferme deja 3oooo Chi- 
nois a peu pres. Ceux-ci servenl d'inlermediaires enlre les uegociants 
curopeens et les Annamites, qui ne s'adressent gucre directement a 
nous. La on trouve les mceurs chinoises dans toute leur integrite; 
plusieurs belles pagodes decorent la vllle, ct quelques maisons parti- 
culieres apparienant a de riches comnierQanis sont fort remarquables. 
Cholen est relie a Saigon par un large aroyo et par une belle route 
ombragee, dont Ic parcours constitue une eharmanle promenade. 

Ne pouvant me livrer a une etude complete sur la Cochinchine, ]e me 
borne it cet aper^u sommaire. 

Apri's avoir pris conge de M. le (jouverneur, deMM. Halt, Olry et 
Pierre, des olficiers du Genie, chez lesquels nous avioos Irouv^ I'hos- 
pilatite la plus cordiale pendant tout noire sejour a Saigon, nous nous 
embarquions de nouveau le 3i au malin sur V Imperatrice, le mdine 
paquebot qui nous avail amenes de France. 

Je passerai rapidement sur les details du retour. II me faudrait reve- 
nir sur ce que j'ai deja decrit, Je dirai .seulement que I'air de la mer 
produisil le meilleur effet sur la saiite de lout le moncle. A Singapore, 
les acces de lievre avaient presque disparu. L'etat de M. Courgeolles 
lui-meme, qui revenait aussi par Vlmptiratnce, s'ameliora sensiblcmeut 
de jour en jour. 
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Apres une Iraversee assez penible par la mousson coDlruire e( une 
petite panique dans la mer Rouge, oil la quille du bateau heurta lege- 
reinent uo bas-Fojid, nous debarquions a Suez le 3i septembre dans la 
matinee. 

MM. Tisserand et HiUlebrand, donl la sante s'etait alt^ree do nou- 
veau dans les derniers jours, eonlinuerent direclement leur voyage sur 
Aicxandrie el Marseille. Pour nous, au conlraire. MM. Rajet, Chabi- 
rand el moi, nous nous arrelames en figypte jusqu'au depart du paque- 
bot suivant. Mais j'adressais a M. le Ministre de I'lnstruclioQ publique 
une letlre (*) assez etenduo oii je lui faisais connailre les resullals prin- 
cipaux de nos observations. 

Nous tenions d'aulant plus a profiler de i'oecasion qui nous etait of- 
Terte de visiter les travaux du Canal qu'a celle epoque, d'un point a 
I'auU'tidu parcours, on Irouvail tous les degrcs d'avancemenl. 

On sail que la Coinpagnie dunl M. de Lesseps est president a concede 
I'execution des digues et jetees k la niaison Dussaud freres, qui a dejk 
fait ses prcuves a Cberbourg el a Marseille, cl le creusage du canal 
proprcment dil a I'entreprise de MM. Borel et Lavallee. Cetle parlic dti 
travail, depuis la Mediterianee jusqu'a la mer Rouge, est partagcc en 
sections successives, a la letc de cbacunc dcsquclles se trouve un inge- 
nieur special. Malgre la mulliplicite de ces services, les voyageurs 
Irouvent partout dans I'lslbme un accueil bienveillani et cmpresse qui 
rend le voyage aussi agreable que facile. . 

Suez n'ctait, il y a quelques annees, (ju'uue bourgade arabe sale, 
poudreuse, sans eau, diincilement abordable par les navires, separee 
de I'Egypte par le desert. Aujourd'liui, c'est une ville d'un aspect pas- 
sable oil s'efTectue un mouvemcnt do transit enormc, oil s'elevent plu- 
sleurs inaisons europeennes, deux hotels conforlables, i'un anglais, 
I'aulre frangais, des cafes, un ibeatre, etc. Un canal, bien connu sous 
le norn de Canald'eau douce, y ainenc I'cau du Nil en abondance; un 
clieminde fer I'unit au Caire eta Alexandrie. Les lagunes qui formaient 

( • ) Cello leltre, roproduile au Moniimr vers le milieu d'oclobre, renfermait une Note dp 
M. Rayel. Ce secooil document, insiSrS ami Comptrs it/nttu ifes sdn/ica <lc rjcailemie ilcs 
Sricncfix, est la preroidre pi6ce rendue publique oil Ib nature des prolul)^ ranees soil d^criu- 
exaclement avec details. C'eat d'aprfts lui que M. Loc-kyer ful conduit a reprendre son an- 
cicnne espSrience et a raontrer que los protuberances pcuvenl itre f ludit^s en lout lemps. 
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!e fond du gulfe oiil ete draguecs, d'imnienses digues, deslinets a pro- 
teger rentree du canal marilime conlie renvasenieni, s'avam-enl furl 
loin en pleine mer; la rade a ete creusee et se Irouve aclueliemenl 
garnie de iioinbreux paquebols el navires de toute espi-ce; un bassin 
deradoub a file conslruit par les Messagerles pour le compte du vice- 
roi; IcsGouipagnies de paquebots et I'enlreprise du Canal enlretiennent 
des cbanticrs en pleine activite : Suez est devenue une position d'une 
haute importance qui augmenle de jour en Jour. 

A peiue ctions-nous debarques, que M. Rousseau, ami particulier de 
M. Chabirand et ingenieur de la section de Suez, nous tit olTrir sun 
canol a vapeur pour visiter la rade et I'entree du Canal. 

Les giganlcsques travaux de Suez provoquent surtout I'etonneuient, 
si I'on songe aux conditions initiales dans tesquelles on les enlrepriL. 
Ainsi que nous I'avona dit, I'eau faisait completemeul defaut dans le 
pays. It fallait I'y apporter du Nil, dans des outres, a dos do obameau; 
plustard, rctablissement de la voie ferree permit de substituer a ce 
mode d'approvisionnement un systeme de wagons-citernes, qui a fonc- 
tionne jusqu'a I'ouverlure du canal d'eau douce. 

Celui-ci s'embranche sur le Nil un peu au-dessous du Caire et se di- 
rige pcrpendiculairement an trace du Canal maritime jusqu'a la nou- 
velle ville d'lsmai'Ila, situee a peu pres au milieu de I'lstbme. De la, il 
longe le Canal maritime et vient deboucher a Suez par un sjsleme 
d'ecluses. • 

La creation do ec cours d'eau est Tune des idees les plus lecondes de 
M. de Lesseps; non-seulemcnt il a permis de completer la navigation it 
travers I'lsllime, longtemps avaot raclievement du Canal maritime, au 
moyen d'un service de touage elabli entre Suez el Ismailia; non-seule- 
ment il a l^cilite le transport d'un point a I'aulre des immenses ma- 
chines de toulcs soites qui sonl distribuees enlre les deux mers; noii- 
seulement il a fourni de I'eau aux deux milliers de Iravailleurs repan- 
dus sur la meme etendue; mais sou action fecondante est destinee a 
transformer la physionomie de I'lsthme; les resultats deja obtenus per- 
mettent de prevoir que, dans un avenir prochain, la ou se Irouvait le 
sable briilant, vont naJlrc des plantations variees, et qu'a I'aridite la 
plus complete vont succeder I'abondance et la fertilite. 

.\pres avoir admire les travaux et la rade, nous nous engagions dans 

Annatci idtalifiguri dc VEcok fi'armalt lu/Kritire. Tome Ml. 20 




1 54 OBSERVATION DE CtCLlfSk TOTALE DE SOLEIL 

le Canal. CoKe parlle, ou penctrait dcja la nier Rouge, n'a ele creusue , 
a ciel (luverl que jusqu'h une faible profonHeur; dfes qu'on a pu y inti'o- 
duirc unc mince couelie d'eau, on y a elabli les Tameuscs dragues dont 
le travail, pour un sol convetiable, est a la fois plus rapide ct plus sur 
que cclui des liommes. Cerlaines d'enlre dies onlevent individuellenient 
jusqu'ii looo melpes cubes par jour. Les unes deverscnt les niatieres 
cxiraltes dans des cbalans qui vuiit les porter en pleine mcr: d'autres 
dans de longs conduits de 60 metres, qui les amenent directement sur 
les bords. de maoiere a conslruire les bergcs du meme coup; d'autres 
dans des auges qui s'elevent ensuite sur des rails inclines. 

Aprfcs avoir laisse le canol a vapeur et iVancbi un petit espace de 
terre, qui separe la section de Suez de la sulvante, nous prenions un 
nouveau cauot qui nous conduisalt jusquc cliez M. I'ingenieur Gulllau- 
niel. Dans cette partie du Canal le travail s'eCfectuail comme dans la 
precedeiitc; niais elle presentait cette particularite que I'eau inlroduite 
pour etablir les dragues a ete enipruutee au canal d'eau doure. On se 
dispDsait d'ailleurs a la vider, pour cxtrairc directement une t-ouclie de 
rognons pierreux, qui se pretaient mal au fonctionnemenl des dragues. 

Nous trouvames chezM. Guillaumet I'bospitalite la pluscordiale. Le 
lendcmain matin nous 6tions attendus, grace a lui, p.ir des chevaux 
lout prepares et nous partions a sa suite dans la direction de Cbalouf, 
oil nous dejeunions ehez M. I'ingenieur. A partir de ce point, sur une 
longueur considerable, on creuse ii ciel ouvert. Des milliers de travail- 
leurs arabes et eiiropeens r^pandus dans la tranchee donnent aux talus, 
vus de loin, {'aspect d'une fourmiliere; parlout regne une aclivlte 
mcrveiileuse. Plusieurs systemes sont mis en tcuvre pour rextpaclion 
des deblais : I'un consiste dans I'emploi de longs plans inclines avec 
deux systemes de rails, sur I'un desquels monle un convor de wagons 
rltarges et attires par un Lreuil a vapeur, tandis que sur I'aulre des- 
cend un convoi de wagons vides. Mais le transport direct est prefere 
parLout oil il est possible. Nous signalcrons un detail ; I' une des princi- 
pales difiicultes de I'entreprise a ete d'liabituer les Arabes au manic- 
ment de la brouette au lieu de ce petit panier a deux anscs, nomme 
catifin, qui est en usage jusqu'en Provence. Cefte remarque pent pa- 
raitre puerile; mais rien n'est a ncgliger dans une telle entrcprise, oil 
ramelioralion la plus minime en apparcnce se traduit au bout do 
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diaque journee, par des milliers de mfelres cubes cnlpvcs. Dans ccHe 
course, nous pottssions jusqu'aux abords des lacs Amers. 

On donne ce nom a une immense depression de terrain, actuellemeiil 
a sec, et (|ui se trouve comprise dans le trace. L'elendue en est si con- 
siderable, qu'on n'evaluait pas a nioins de trois mois le temps neces- 
saire au remplissage; cc sera comme une petite mer interieure. I,c nom 
iVAmers est dii a une epaisse couche de sel marln qui recouvre le sol. 

Le soir. eoupanl eji biais a Iravers le desert, nous revenions 3 Clia- 
louf, el de la par le canal d'eau douce jusqu'a Suez. 

Des le lendemain, nous laissions detinilivement Suez pour Ismailia. 

La premiere voie ferree elablie allait directement de Suez au Caire 
cl de Ir a Alexandrie. Dans rintervalle de notre voyage en Cochinchine, 
une nouvelle ligne plus direcle venait d'etre inauguree. Celle-ci va 
presque en droite ligne de Suez a Alexandrie, passe tout pres d'lsnia'ilia, 
a une petite sation nommee Ne-Ficli et n'est reliee au Caire que par uii 
embranchcmenl. 

Ismailia, qui est le point central de I'lslhme el peut etre consideree 
comme le quartier general de la Gompagnie et de I'entreprise, semble 
avoir ele creee d'un coup de baguette magique. La oil n'existait que le 
desert absolument nu. s'eleve aujourd'hui une pclite ville charmanle 
d'une dizaine de milliers d'ames. Une ancienne vallce sablonncuse, 
maintenanl remplie par les eaux de la Mediterranee, est devcnue un 
joli lac, tlonl les flols bleus viennent baigner le pied des dernieres 
maisons: lout aulour regne une ceinlure dc collines qui, malgri leur 
aridite, se diitacbent sur le ciel de la Tacon la plus harmonieuse. 

La ville, oil regne une grande animation, se compose de trois pai'- 
ties bien distincles : I'une entiercment francaise, une seconde grecque 
et une troisieme aralte. 

La portion frangaisc, qui est aussi la principale, occupe le centre. 
Elle est groupee aulour d'une belle esplanade carree, plantee en square 
et appetee la place Cliampollion. Vers ce point viennent converger des 
rues bordces de maisons bien construites. parmi lesquelles se distiii- 
^ucnl les delieieuses residences du pacha, de M. de Lesseps et des 
principaux agents de la Compagnie. Toutes ces habitations, abondaiii- 
menl pourvues d'eau douce, ont des jardins frais et lleuris, oil se m6- 
Icnl les planles d'Europe el celles d'ATrique. 
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La fiarlie grecque est surtoul reserveeaux ouvrieps; quanl a la piiiliu 
arabe. c'esl plulot un camp qu'une ville propremcnt dite. 

Unc (!i;s pr'mcipales curioslles d'lsma'ilia est I'usine Lasseron, qui 
envoie a Porl-Said les eaux du canal d'cau douce, par tin sysleme Je 
conduits souterrains. Tout aulour de I'usine s'etend un vaste jardin oil 
croisscnt, avec nos fruits et nos legumes, la cannc a sucre, le colon, le 
dattier, etc. Mais ce qui fait I'orgueil du proprielaire, c'esl un plan de 
vigncs en plein rapport, qui, en 1 8G8, a fourni deux barriques d'un vin 
dont le gout n'cst pas sans analogic avec celui du vin dns bonis ilu 
Rliin. 

L'lau dela Mediterranee, qui, ^ I'epoquc donl nous parlons, rem- 
plissail deja depuis fort longtemps toule la portion comprise entrc 
Port-Said el le lac Timslia, s'elendait au dcia du lac, dans la direction 
des lacs Amers, jusqu'au seuil du Serapeum- On appclle ainsi un pla- 
teau qui doit etre coupe par le Canal et qui se trouve nolablement plus 
eleveque le niveau moyen dei'Istlime. Le seuil du Serapeum ofFrait unc 
des parlicularites les plus curieuses dc tout le parcours : pratitant de 
re que le niveau du canal d'cau douce, au point voisin, depasse de 
7 metres environ celui des deux mcrs, on a pu amencr une couche 
d'cau sur le plateau du Serapeum et la installer les dragues; il en re- 
suite que quand on arrive d'lsmailia en bateau, on vient buler centre 
un talus au-dessus duquel on apGr(;olt des mats, des dragues, des 
tuyauxde macbines a vapeur, comme suspcndus en I'air ii la liautcur 
d'un premier etage. Celte excursion nous prit un jour. 

Lc lendeniain matin' grace it I'obligeance de MM. Rilt et Poucliet, 
qui voulurent bien mettre a noire disposition un' cbarmant bateau a 
vapeur de la Compagnic et dont le dernier poussa la gracieusete jus- 
qu'a noiis acconipagner, nous parlions pour Port-Said, oil nous arri- 
vions a 4 beures du solr. 

A une dizaine de kilometres d'lsmailia, on francliit le seuil d'EI- 
Glslir, dont le perceinent a ele eiTectue comme celui du Serapeum. 
Cost dans cette parlie seule du Canal qu'on peut redouter I'inconve- 
nientdonton a fait, au debut, une objection soi-disant capitale contro 
la possibilite du percement de I'lstlime; lii existent en effet des sables 
mouvants qui, transportes par les venls, peuvent veuir enconihrer lc 
clienal ; mais, outre que ce danger a etc singulierement exagere, 11 
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sulHra poui' raiinuler O'un enrage r(!gulii;remeDl orgaDise, commc cela 
se iiraticjiie pour lous iios porLs d'Eupope; il'ailleurs tout fait supposer 
i|u'on pourra fertiliser cette portion <lu desert a I'aide du canal d'eau 
douce et en fixer le sol. Jusqn'a Port-Said, le Canal est recliligne et se 
Irouvait nlors presque termiai", il ne restait plus qu'a donner au clio- 
nal, en certains points, la profondtur et la largeur convenues. Pour 
cela, de nombreuses draguesa long couloir, echelonnees sur lout le 
parcours, creusaieot avec la plus grandc aclivile. C'etait un cui'icux 
spectacle en verile que cette longue perspective fumeuse de tuyaux de 
inacliines a vapeur, d'cngrcnages, d'appareils mecaniques de loule 
nature sesuccedant sans interruption sur une longueur de quinze lieues. 
On edt dit uue riviere, menant a unc villc manufaclurtere, apparais- 
sant elle-uieme dans le lointain. 

Port-Said, qui n'exislail pas il y a dix ans, est aujourd'liui un port 
Ires-frequenle oil vienncnt toucher deux ligucs de paquebots frati^-ais, 
uoe ligne autricliienne ct une italieune. Dcs digues analogues a cclles 
de Suez el presque terminecs fornient une rade cl protegeut rentrec du 
Canal contre renvaliissement des vases et des sables venus du large; 
des hassins profonds crcuscs a I'interieur oflVent aux navires une posi- 
tion completemeni sure. On trouve a Port-Said des ateliers de constiuc- 
tion et de reparation en pleine aclivitc; en un mot, lout ce qui con- 
stitue une place marilimo serieuse. Un pbare est place a I'enlree. 

Ln ville, d'un aspect moins riant que celui d'lsma'ilia, possede une 
population un peu plus nombreuse; clle est evidemmont destinec a ac- 
querir une grande importance. 

Certains vo^ageurs arrivant a Port-Said font cetic reflexion que la 
Conipagnie a ete bien beureuse de Irouver un port semblable pour y 
etablir la lete du Canal : or, il n'y avail la qu'unc cote parfaitemenl 
rcctiligne; tout a ete cr6e, tout est I'oeuvrc de I'industrie et non de la 
nature. 

PIcins d'admiralion pour cette grande ojuvic franchise de I'lsthmc de 
Suez, nous revenions a Isina'illa pendant la null ct en repartions le 4 au 
matin pour le Caire. 

Nous ne donnerons que quelques noles rapides sur cette vaste capi- 
taie, qui demanderait une longue etude, car elle est la ville la plus cu- 
rieuse de tout rOrienI, y compris Constantinople; mais pour la bien 
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counailre el decrire exactement tout ce qu'elle renferme d'iiiteressatil, 
il faudrait y avoir sejourne lies annees enlieres. 

Le Caire penferme un certain nombre d'Europeens, mais ils sonl eii 
infime minorite; c'est bien I'Egjpte pure avec toute sa couleur locale : 
Arabcs drapes dans leurs grands bnrnous; fellabs vetus de batllons; 
Egypliens du peuple avec la grande robe legere et le (urban ; elegants 
|)ortanl le large panlalon dc drap noir, la redingote sans revers et le 
ft'z; fcnimes de toutes conditions allant par la ville k pied ou en voi- 
lupc, la figure niasquee par cette piece d'etolTe noire qui n'en laisse 
parailre que les yeux : tout I'Orient est la et constitue un ensemble 
bariold caracterislique. 

La parlie centrale de la vilte est coupee par une grande artere prin- 
cipale appel^e le Manski; cette rue, recouverte dans presque toute sa 
longueur par des solives garnies de naltes, est sombre, uon pavee. sans 
Iroltoirs, mais spacieuse; elle est bordee de hautes maisons ou s'cnlre- 
melent les magasins a I'europeenne et les boutiques egyptlennes. Une 
circulation, qui n'est comparable qu'a celle des boulevards de Paris, y 
eutasse pietons, equipages, cbcvaux, anes, cbameaux, dans une con- 
fusion inextricable ; mais nialgre ce desordre extreme, tout cela trouve 
moyen de passer sans Iropd'accldents. LeManskimene aux deux grands 
bazars egyptien et turc, oil sont concentres tons les produits orientaux, 
depuis les objets de luxe du plus grand prix, jusqu'aux articles les 
plus vulgaires. 

Le reste de la ville est un labyrinthe de rues etroites, tortueuscs, oil 
la lumiere, arretee par les toits en surplonab, n'arrive qu'avec peine; 
toutes les fenetres sont garnies de treillis en bois formant saillie a I'ex- 
lerieur et servant de balcons, oil se placcnt les fcmmes pour prendre Ic 
Trais et voir les passants. Cette disposition donne a la ville un cacbet 
mysterleux plein de trislesse, si Ton prend une viile d'Europe pour 
lerme de comparaison ; mais il n'y a aucun rapprochement a faire. On 
s'babitue vile a cet aspect ct Ton ne congoit plus un autre arrangement. 
Que Ton donne de la largeur aux rues, que Ton dcgage les mosquees 
el k's palais, que Ton pave les rues et pose des trottoirs, le Caire aura 
cesse d'exisler comme ville arabc. 

Une partie a dejii perdu loule originalitc, c'est le quartier europeen. 
Au centre, se trouve une place magnifique plantee d'arbres, I'Esbeikie, 
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el tiiut aulour des maisons europeennes. Depuiti quclques mols, uii 
dispose cetle esplanade en manicrc de square, on garnit Ic pourtour 
d'asplialte, on vienl de I'eclairer au gaz; c'est Ajrt joli, mats c'est I'Eu- 
pope el non I'figypte. 

Cependanl.lorsde noire premier passage, nous y fumeslemoinsd'un 
spectacle bien CLirieux. C'elail la fele du Proplieie : de lous les poinis 
de rfigypte, les croyants se rendent au Caire en peleriuage pour cctto 
solennit^, el I'Esbeiki^ esl couverl de leurs lenles; le soir. toulcs ces 
tenlessont illuminecs: sous chacune d'elles, les dervichesse placenl en 
rond, assis ou debout, el recilent des priercs h haute voix, sur un 
rhylhme cadence et monotone comme des litanies, tandis que le prelre 
marque une sorte de mesure; en meme lemps tout le corps se balance 
avnc un soubresanl convulsif loujours le memc; on donne a ces fideles 
le nom de deniches hurkurs; ils conlinuent ainsi des nuils entieres jus- 
i|u'a ce qu'epuises, ils tombent dans une sorte de catalepsle extalique. 
Rien ne saurait rendre exactcment reffel produil a distance par cescla- 
meurs cntreraelces; c'est quelque chose coinme le bruit de la mer qu'on 
cntendrait briser dans la nuit. 

Le nombre des palais esl considerable; Tun des plus remarquables 
occupe une iIl' du fleuve dans une situation merveilleuse. Pourquoi 
i'aul-il que ces constructions, d'une architecture gracieuse el originale, 
soient inachevees et mal entrelenues. De loin I'eiret produit est admi- 
rable; de pres le marbre suppose devient un grossier platras efTondre 
et crevasse de lozardes. Comme tout cc qui tient au gouverncment 
egyplien, c'est un trompe-roeil. 

On doil cependant I'aire une exception en faveur du jardin deCliou- 
bra, oil reside un oncle du vtce-roi. On s'y rend par une avenue dc 
2 kilometres, ombragee de magnifiques platanes el bordee par de 
Boraplueuses villas europeennes. Le jardin, facilement accessible au 
public, est vaste, onibreux, plein de flcurs. Au milieu se trouve une 
grandc piece d'cau cnlouree d'une colonnade en marbre blanc, qui re- 
lie de pelits salons decores avec assez de gout. C'est \k que le harem 
vient prendre ses ebats. 

L'unc des choses les plus curieuses du Caire, sinon la plus curieuse, 
est le Musee de Boulac, oii M. Marielte-Bey, le savant arcbeologue, a 
r^uni loutes les anliquites ^gypliennes, dont il a decouvert lui-memc 
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la [ilus griinde p»r(ie. Les prlncipalcs pieces de cette cullecliun onl 
figure a I'Exposilion de 1867. Nous tenions beaucoup a voir notre coiii- 
palriote avanl d'enlreprendre I'excursion des Pyramides. M. MarieUe 
notis accueillit avec la plus pnrfaile courloisie rt voulul bien nous don- 
ncT sur ces inonuineDls, qii'il coniiail mieux que personne, dc noin- 
breux rensuignements du plus liaut inleret. Enlre aulres points, s'et- 
lachant a celui qui lievait nous toucher dc plus |)re3, il se livra devaut 
nous a une refutation compl(;lo dcs idees de rastronome anglais 
M. Piazzi-Sclimidl, qui. comme on sail, allribue aux Pyraniides une 
desliuatioD scicntifique. Sans reproduire toute rargumenlation de 
M. Marietle, nous la resumons ainsi : Les Pyramides sonl des tombeaujc, 
cela est hors de doule; or les ideas religicuses des anciens EgypUens s'op- 
posant d'lme manierc fonnetle a la violation des sepultures^ il est impos- 
sible qu'on ail en/erme dans ces monuments des obj'ets destines a voir le 
jour plus tard. Nous nous garderous bien de formuler un avis pcrson- 
nt'l sur une pnreille question. 

I.c 7 oclobre, a 3 heures du malin, nous partions pour les Pyra- 
mides, afin d'assister de leur sommct au lever du Soleil. La course est 
de iG kilomelres environ ; on la Fait sur des anes. Du reste on n'a point 
il s'ofcuper des details du voyage; inoyennant un prix convenu d'a- 
vance, le drogman se ebarge de tout. 

En une denii-heure, on atleint les bords du Nil; la, on liouve des 
barques oit Ton entre betes et gens et, apres une traversec d'un quart 
d'bcure environ, elles vous deposent sur I'aulre rive au village de 
Gbise. A partir de la, on suit une belle cliaussee en ligiie droite, que 
le vice-roi a fait tonstruire pour recevoir I'lmperatricc des Fran<;ais el 
qui menera jusqu'au pied des Pyraniides, quand un dernier ponl sera 
construit. L'inondation n'etant pas tcrminee, nous dumes nous arreter 
en ce point a un demi-kiIomi3tre environ des monuments et allendre 
que les Arabes vinssent nous ehercber en bateau. Des lors, on ne s'ap- 
partient plus, on devient !a cliose des Arabes. Une tribu, qui ne vit que 
par les voyageurs, en aobtenu du vice-roi le nionopole; il faut h toute 
force passer par leurs mains moyennanl une redevance toutefois, cela 
bien entendu sans prejudice de nombreux pourboires. En revancbe, 
les Arabes deviennent responsables de leurs voyageurs, et je ne crois 
pas qu'il y ait des exemples d'accidents graves survenus par leur faute. 
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Je craignuis une deception, il n'en fut rien : cominc ii Saint-Pierie- 
(le-Romc, t'i[iipresslon du grandiose n'est pas immediate; il faut avoir 
contemple quclques ioslanls ces masses euormes, s'etre deplaee, avoir 
envisage les objels environnants pour se rendi'e compte dc leurs di- 
mensions colossales; mais quand, apres ce premier examen, on vient 
se placer a cote du Spliynx. a line eertaine distance, de maniere que 
celui-ci se projelte sur les Pyramides, qu'on examine les liommes qui 
entourent son 6norme tele, puis qu'on reporte les yeiix sur I'ensemble 
des ruines, on reste cnnfondu d'admiration. 

Le groupe des Pyramides de Gliise en comprend sept, donl trois 
principales; I'une de ces dernieres, celle de Cheops, est consid^rable- 
ment plus elcvec que toutesles autres : c' est sur celle-ci que Ton monlo. 

L'asceosion est extremement penible : les assises dc pierre, qui for- 
ment comme un escalier gigantesquc, ont a pen pres 80 centimetres 
de hauteur; npres en avoir gravi un certain nombrc, on est epuise. II 
arrive quelquefois que des voyageurs, parvenus au milieu de la loutc. 
perdent brusquemeol connaissance. Les Arabes, qui connaissent cet 
effet, font tons leurs elTorls pour I'amener, dans I'espoir que leurssoins 
empresses seront recompenses d'un meilleur batchii^h; et, pour cela, 
ils surmenent leurs victimes, cequi leuresl facile, car chacun met une 
sortedc pointd'honneur a arriver vite. Ainsi lire par les mains, pousse 
par derrifere, on atteint le faite hors d'haltine. 

Le sommet n'est pas termine par une poiute aiguc, mais par une 
plate-forme de i5a iG metres carres. Cetle largeur ct celle des mar- 
ches annulcnt a pen pres tout vertige. 

Comme nous arrivions a ce point, le Soleil se levait a I'horizon mal- 
heureusemenl charge de vapours; neanmoins, c'elait un beau spec- 
tacle. Les Pyramides sont situees a la limite meme du desert. A I'ouesl 
est la vallee du Nil, al'esile sable a perte de vue. Aux premieres lueurs 
de I'aube, le contraste est frappant : tandis que s'eclairenl successive- 
ment le Nil, les arbres qui en bordent les rives, les minarets du Caire 
dans le lointain, le desert-reste encore comme tendu de uoir avcc I'as- 
pect d'une mer immobile; puis peu a peu les formes des objets deve- 
nant moins indecises, les contours du Sphynx se dessinent, les Pyra- 
mides apparaisscnt a I'horizoo, le desert prend une teinte jaune sombre 
sur laquelle s'etendent les grandes ombres des Pyramides de Gbise. 

^imalc, 3t-Untif^,.ei dc ftcolc Xormale lupirienrr. Tome \ II. 7.1 
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Cest line impression saisissaulc et multiple qu'il faut renODcer a ana- 
lyser. 

En descendant, on s'arrete a mi-liauteur pour visiter I'inl^rieur du 
monument. On s'engage d'abord dans im couloir tres-incline, ou il 
faut glisser courbe en deux; arrive en bas, on lourne a droite pendant 
quelques pas, puis on gravit iin nouveau couloir non moins incline que 
le premier, mais en sens inverse, et I'on parvient a la Chambre dite du 
mi, oil se Irouve la fameuse cuve de porphyre, dont M. Piazzi-Schmidt 
a irouvc la contenance en rapport direct avec le gallon anglais. La pi^ce 
esl cubique et recouverte d'inscriptious hieroglypbiques. Au-dessous 
lie ceile-ci. s'en trouveune autre A\\q Chambre de la reine, <\m est com- 
pletementvide. 

II faudrail un long sejour aux Pyramides pour visiter toules les cu- 
riosiles qui lea environnent. Ici, du cole du Sphynx, est une vaste exca- 
vation oil se trouve mise a nu toute une colossale colonnade de por- 
pltyre rouge; ce sonl les ruines d'un temple que M. Mariette-Bcy d6- 
couvrit en cberchanl un passage souterrain entre le Spbynx et la grande 
Pyramide; plus loin, une foullle profonde a fourni un grand nombre 
de sarcopbages, donl plusieurs sont encore en place et apparaissent ii 
inoitie engages dans le sable. II esl evident que cetle partie de la con- 
Iree etail alfectee aux sepultures. 

Le lendeinain de noire excursion aux Pyramides, nous parlions pour 
Alexandrie. 

Cette ville n'offre quo peu de cboses curieuses. Elle esl belle, animee. 
iiials c'est deja I'Europe : les costumes y sont europeens, les enseignes 
et les noms des rues en fran^ais, on se croirait ii Marseille. Apresqu'on 
a vu la colonne de Ponipei el I'aiguille de Cleopatre, on en connail toute 
la parlie antique. Nous pouvions deja consid^rer noire voyage comme 
accompli. 

Laissant I'Egypleleg octobre, avec le M/des Messageries imperiales, 
nousetiuns de retour & Marseille le i5 a minuil. 



Pliiube I. — Vues de I'eclipse de Soleil d'aprte les croqiiia de MM. Olrj el Horde*, v\ lee meeur 
lie M. Slephin. 
Pu.xcuE II. — Deisiiu oriBinBui de MM. O17 el Biirdei. 




EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES 

DU SECOND ORDRE, 



Par M. G. DARBOUX, 

A-^CIEN ELfeVE DE L'^COI-F. >Ot>MALK , PHOFESSEUH DE MATHtd.^TrQVES SptCIALES 
AL' LVCEE LUL'IS-LE-GIIAKD. 




1. 

Dans I'etat acluel Je Iji science, on connait peu tie cliose sur les t'qua- 
lions aux derivees parlielles du second ordre. A part une remarque Ires- 
ingenieuse de Bour {Journal de l' Ecole Pofylechnique, XXXIX' Cahier, 
p. 186-189), '■'^" d'essentiel n'a ete ajoute a la theorie importantt- 
exposee d'une maniere si lumineuse par Ampere dans les Cahiers XVII 
et XVIII du Journal de VEcole Poly technique . Je me propose, dans cetle 
Note, d'exposer les principes senlement d'une nouvelle methode qui, 
sans donner la solution complete du probleme, me parail conslituer un 
progres dans la theorie des equations aux derivees partielles. Celte me- 
thode s'etend aux equations de tous les ordrcs, a un nombre quelconque 
de variables, el meme aux dquations simuUanees ; mais, pour obtenir 
plus de nettete dans ce rapide expos^, je ne parlerai que des equations 
aux d^riv^es partielles du second ordre a deux variables independanles. 

Soil 



(■1 f{x,x,z,p, q, 

I'equalion proposee, et soil 

(2) \dx-\- Yrfr 4- Idz ■+- Pdp + Qdg 



s,l)^ 



-Rdr + Sds + T*// = o 
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sa differen[iel!e lotale; adoptons, pour resoutire la queslion, la metliode 
ilu chaogemenl de variables employee avec tant tie succes par Ampere 
et par Caucliy. Pour ceUi, nous remplacerons a; el y par les varinliles 
independantes a:, /d-Jo elant une fonctlon de a; el de/qu'on pourra 
deterniiuer comme on le jugera convenable. 

Nous aurons d'abord les relations suivantes, qui sonl bion conuues : 



(3) 






r 



. ()z dy dp Or dq dy 

(4) ai=P + rj^^ li^'^'Tx' li'^'^'oi- 

De plus, les conditions d'inlegrabilite prendront la forme 

I dp dq dy dq dy 

i dy, dx dy, dy, dx^ 
. . ] dr ds dy ds dy 

^ ^ '^ dy,~ dx dy,~ dy.di' 

ds_ __ dl_ dy _ dt_ ^_ 
dy, dx dy, dy, dx 

A ces equations il faut joindre la suivante, obtcnuc en prenant la de- 
rivee de I'equalion (i) par rapport kjn : 

dy, dy, oy, dy, dy, ay, dy, 

Servons-nous maintenant des equations (3), (4), (5) pour eliminer 
de I'equation precedente toutes les derivees par rapport a^ot excepte 

-J- et -T^; nous obliendrons la nouvelle equation 



^Y-l-Z?-^P^^O' + R^ 



^dl_dy;\dy 
dx dxj dy. 



^n--m'-~' 



\dy.- 



Or on peul supposer, d'apres des prim-ipes qu'il est inulite do lap- 
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peler ici, que v^ a ele choisi de maniere que I'equalion suivanle 




(6) 



l't\->'>r^ 



soil satisfiiite. 

L'eqiiation [a) se redull alors et devient 



Y^-Z?^-PJ-t-Q( + R 



rfx Ox Ox Ox 



? qu'on peut encore ecrirc, eo tenant coinptc de Tequation (6), 



(7) 



Nous avons done, en resume, a determiner les sept inconnues^, s, 
p, q, r, f, t foDclions de x et de/,, et satisfaisant aiix equations (i), (3), 
(4). (G)i (7). On peut menie remplacer I'equation proposee par sa de- 
rivee, prise par rapport a x, qui, en tenant compte de I'equation (7]. 
preod ta forme simple 



(8) 



hZ/> -( 



-Q* 



Or parmi les equations (3), (4). (6), (7), (8), six ne contieniient 
pas la variable /,; mais, comme il y a sept inconnues, le changement 
de variables n'a plus ici la meme utilite que dans le cas du premier 
ordre; il ne peut donner la solution complete du probleme. 



La melhode precedente est susceptible d'une grande simpliHealion 
dans le cas tres-im porta nl oii I'equation proposee est de la forme 

(9) • H/- + aKj-HL( + M4-N[r/--*')=o, 

oil H, K, L, M, N sont des fonctions quelconques de .r, y, s. p, q. 
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On peul icl se servir des equations 

Op _ (>_)■ Oq , ,d>- 



dj:' 



dx Ox 



dx 



Si I'oii deduit de ccs deux cqualions r, s en fonclJon de t. el qu'oii 
subslitue leurs valeursdans l'6qiiation proposee (9), il arrive, par suite 
lie la forme particulUre de cetle equation, que le coefRcient de / s'annule. 
t d'isparail du resullat. On est ainsi conduit au sysleme sulvant : 

/ Or 



dx ' 



(•IL. 



jh.\ 



\ dz-= pOx + qOy, 

qui ne coulient plus les derivecs du second ordre r, s, t, mais seulc- 
menl z,y, p, q et leurs derivees par rapport a x. Ce soul les equations 
de Monge, auxquelles il faudrait joindre les suivantes pour la deter- 
mination complete de y, z, p,q: 



(") 



dq_ dy _ 
dx dy. 



dy dq 
dx dy, ' 



■ ± 



dz dy 

dy, " dy. 



On voit que, dans le cas que nous venons d'examiner, et qui a ete 
jusqu'ici presque le seul considere par les geometres, la forme parli- 
culiere de I'equation permet d'eliininer du sjsteme des equations aux 
derivees ordinaires considerees plus haul les trois derivees r, 5, t. 
Hatons-nous de dire qu'une pareille simplification ne constitue que 
rarcment un avantage. et que des simplifications analogues se presen- 
lenl dans lous les ordres, quand les equations aux derivees partielles 
onl une forme convenablement choisie. 



On a vu, dans les deux paragraphes precedents, que le probteme des 
equations d'ordre superieur se separe tres-iiettement du probiemc re- 
latif aux equations du premier ordre. Pour le premier ordre, en effet. 
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lelhodedu cliai 



tde 1 



ablet 



■ainene la 



:ement d 

tion d'un syslemc complet d'equatiuns aux derivees ordinaires. Pour le 
second ordre el pour tes ordres superieurs, il y a au conlraire moins 
d'equations que d'inconnues a delerminer. Lcs remarques qui suivenl 
paraissenl accuser aussi une diiTerence profonde cnire les deux pro- 
blemes. 

Puisque, dans le cas oil Ton se borne aux incouiiues^, z, p, q, r, s, t, 
on a une equation de moins qu'il ne faudrait pour la solution cbercbee 
du probleme, il est nature! de se demander si, en adjoignant aux incon- 
nues precedentes les quaire derivees parlielies du troisieme ordre, que 
DOus appellerons «, (3, 7, tf, on ne parviendrait pas a un nombrc d'equa- 
tions suflisant pour delerminer comme fonctions de x, non-seuiemeni 
les inconnues primitives, mais aussi sc, |3, y, <?. II se presente ioi un Tail 
important, ct qui, je crois, n'a pas ete remarqiie. Le nombre des equa- 
tions ne contenant pas y„ est encore inferieur d'une unite au nombre des 
fonctions inconnues. Ces equations ne suflisent done pas h determiner 
lcs inconnues eonsiderees comme fonctions de la seule variable ir; mais 
la difTerence enlre le nombre des equations et celui des inconnues reste 
la meme qu'auparavanL : elle est egale a I'unite. II en est de meme si, 
au lieu de s'arreter au troisieme ordre, on continue les calculs jusqu'k 
un ordre quelconque : ily a toujours une e(/uation de moins qu'il n'y a 
d'inconnues. 

Les resultats precedents etablissenl, on le voit," uae difference essen- 
tielle entre lcs equations aux derivees parlielies du premier ordi-e el 
eelles des ordre? superieurs. Pour les equations du premier ordre. le 
nombre des equations contenant seulcment les derivees par rapport a jo 
est toujours cgal au nombrc des fonctions inconnues. II n'en est plus 
de meme pour les equations d'ordre superieur. Pour I'equalion de 
Monge, par exemple, consideree dans le § H, on n'a que trois relations 
pour determiner z, p, q, y eonsiderees comme fonctions de x. On sail 
tout le parti qu'on tire d'ailleurs^de ces relations differenlielles : toutcs 
les fois qu'elles offrent deux combinaisons integrables, on peut re- 
soudre I'equalion differenticlle, ou du moins la ramenera une ^nation 
du premier ordre, 

Les remarques c|ue nous avons faites indiquent de m^me. pour les 
equations du second ordre, la metbode suivante : 
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SUR LES ^QOATIORS AUX D^IIIVKEfi PABTtCLLES 



On Bssayern cle trouvcr, en dehors da requalion pro[K)scc, deux coni- 
blnaisons integrables des equations en v. z. p< ji f, s, I. Si ces cotnbi- 
naisons existent dans Ics deux syslenies qu'on obtient en prenant suc- 
oessivenient pour -~ les deux racines de I'equation du second degie 

qui (telermine celle derivec, Ic probleme pourra etre considere eomnie 
entierement resolu; si Ton n'a pas de combinaison integrable, on aura 
i-eeoui'S aux equations qui contieiinent ees derivces du Iroisieme ordre. 
A/o/s mime que les premieres equations ne fourniraicnt pas de combinaison 
siisceplible d' integration, le second sysleme forme avec les derive'es prises 
jusquau iroisieme ordre pourra en donner. Si ce svstcme n'est pas suscep- 
tible d integration partielle, on irajusqa'aux derivees du quatrieme ordre, 
el I'on pourra avoir 'les comhinaisons iiUegrables, et ainsi de suite. 



{\. 



La remarque enoncee a la fin du parayraphe precedent me paraJt 
conduire a une niethode plus generate que celles qui sonl habitueile- 
menl employees. On peut, du teste, presenter cette metbode sous un 
autre point de vue qui permet d'oblenir plus facilcment les systemes 
successifs qu'on aura ii employer partiellemenl. 

Supposons que I'un quelconque dc nos systemes conduise a deux 
combinaisoDS Integrables 



V{x 



1, ^,. . ,) = const., 



, q,, . .)^ const. 



Les deux constantes qui figurenl dans ces equations doivent 4lre con- 
siderees comme des/onctions inconnues dey^. Eliminanty,,, on est con- 
duit a une equalion dc la forme 

F =■ fonction arbitraire de F,. 

Cette dernifere relation peut etre eviSemment conslderec comme une 
nouvelle equation differentielle compalible avec la proposee. et qui 
admel en commun avec elle une iulegrale avec une fonction arbitraire. 
Nous sommes done conduits ii la solution de la question suivante, qui 
repond a ce deuxieme mode d'exposilion : 
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Tmrnrr une equation differentietle 
\ = >, 
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du ft'""' oldre, admettant, en commun avec la propusee, une solution 
conlenant ait moins une/onction arbilraire. 

Pour cela, il sullil de remarquer c|ue la [ii-oposee, (lifTerenliei' 
n — I fois, (lonne n equations conlenant les derivees d'ordre n -t- 1 , 
au iiombre de /n- 2. L'oqualion \ ^ a, difTerentiee successivement 
par rapport a x el ay, donnc deux equations conteoant, elles aussi, 
les derivees d'ordre n + 1 . On a done en loiil n + 2 equations conle- 
nant lineairement les derivees d'ordre /n- i , et qui determinent ees 
n -t- 2 derivees en fonction des derivees d'ordre inferieur, si tes deux 
equations dilTerentielles dont on cherche la solution commune sent 
prises arbitrairement. Mais ici cela no doit pas elre; sans cela les deri- 
vees d'ordre superieur a /i -h i se delermineraient toules, eomme les 
derivees d'ordre /H- 1, en fonction des derivees d'ordre moindre; puis- 
qu'une fois obtenues toules les derivees d'ordre n -i- i en fonction des 
derivees d'ordre inferieur, on n'aurait qu'a deriver toules les equations 
qui donneraient cliacune de ces derivees pour avoir les derivees d'ordre 
superieur, el la solution commune, si elle existait, ne pourrait conte- 
nir tout au plus qu'un nombre limiie de conslantes arhitraires. 11 faut 
done que ces n + 2 equations conlenant liaeairement les /i + a deri- 
vees d'ordre n -f- 1 forment un sysleme indelermine, ce qui donnc 
deux equations de condition. Comme deux des equations contiennent 



les derivees de V, 



dy 



__ , -_,,.,, les relations de condition 



^ dV dV _ 

dy dz dp dq ' 

doivent i-tre considerees comme deux equations aux derivies parlielles 
du premier ordre auxquelles doit satisfaire la fonction V. Ces Equa- 
tions sonl bomogfenes et du second degre par rapport aux derivees, 

Ce qui precede explique et generalise lu remarque par laquelle Bour 
a etabli qu'on peut loujours veconnaitre si I'application des metbodes 
de Monge et d'Ampere pourra reussir. Bour n'avait examine que le 
premier cas. celui oil Ton suppose que I'cqualion du premier ordre a 
tine inlegrale intermediaire. 
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SUR LES I^yUATIONS \tIX n^IlIV^ES PARTTF.LLES 



Les deux mclliodes que nous venons (I'iiuliquer se relrouvcnt d'ail- 
k'lirs dans la theoric des equations aux derivees partiellcs du preiniti' 
ordre. La premiere, fondee sup le cliangement de variables, est due, 
I'umnie on sail, a Tiilustre Cauchy, qui I'a donnee en i Srg. La scconde 
a ete inlroduite dans !a science el developpee par Jacobi. C'esl en cs- 
sayant d'etablir un lien enlre ces deux metliodes que j'ai ele aniene ii 
I'etude dont lesresullals principauxont elerapidenienl indiqucs ici. 

La seconde melliode permet de se rendre conipte simpleinent du 
nombre des integrations qui sont necessaires pour la solution complete 
du probleme; niais il est indispensable qu'avant de traiter ce pnini, 
nniis entrions dans quelques explications. 

Soit nne equation differentielle d'ordre n 






dx'-'dy 



DesignoDS par B„, R^. 



les deriv^es du premier membre de I'equu- 
JVous 



tion prises par rapport aux derivees d'ordre n, —■< ■ . " _ 

appellerons equation caracterislique de I'equation differentielle I'equa- 
tion suivante k une inconnue u : 



Par excmple, pour I'equation differentielle (i), consideree au com- 
mencement, cetic equation caract^ristiquo serait 

I>ltc definition une fois comprise, il est facile de compleler un resultat 
enonce plus haut. 

Pour que I'equation proposee 

et I'equation differentielle V— a aient une solution commune avec une 
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fonclion arbilraire, il faut d*abord que Tequatioo caraclerislique de 
Tequation V = a admette une des racincs de Tequalion 

(19.) R/i'-f-Sw-hTi=o. 

On voit done que les equations difTerentielles Y = a que nous cher- 
chons se divisent en deux classes, suivant qu'elles appartiennent a I'une 
ou a Tautre des racines de Tequation precedente. Pour la solution 
complete du probleme, il suffit d'avoir une Equation de chaque classe, 
contenant elle-meme une fonction arbitraire. Un nombre quelconque 
d*equations differeniielles appartenant a la meme classe ne pent donner 
rint^grale conoplete de notre equation. II est, du rested evident que si 
{'equation {12) est irreductible, si S^ — 4RT n'est pas carre parfait, il 
suifira de changer dans une integrate le signe du radical pour en obte- 
nir une nouvelle. 

Ainsi, dans le cas oil Tequation caracteristique est irreductible, il 
suffit, pour la solution complete du problfeme, que Tun des systemes a 
integrer fournisse deux combinaisons integrables correspondant a la 
meme racine de I'equation irreductible. 

Si Ton n'a pas le nombre voulu de combinaisons integrables, on 
n'aura evidemment que des solutions particuliferes. 

Les methodes precedentes reussiront toujours, il est facile de le de- 
montrer, toutes les fois que les integrales seront de celles qu'Ampere 
appelle integrates de premiere espece, et qui ne contiennent pas de signe 
d'integration. 

VI. 

En terminant cet expose sommaire, j'indiquerai quelques equations 
* auxquelles j*ai applique la methode precedente : 

1^ II y a d'abord I'equation lineaire de Laplace : les differeuts cas 
d'integrabilite indiques par Laplace correspondent a nos systemes sue- 
cessifs d'eq^uations; 

2^ L'equation simple 

En chcrchant les cas les cas les plus simples dans lesquels la metliode 

22. 
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ri-iissit, on est conduit a t'ei^ualion suivanle 

I = e'', 

inl^grec ilejii par M. Uouville {Journal de Matfiematiques, I. XVlll, 
[). 71]. Celte equation se rencontre dans la tiieorie des surfaces applt- 
cables sur la sphere, et son intf'grale peut etre olilenue par drs ronsi- 
dprations geometriques, 

3° Considerons I'equalion differentielle donnee par Hour des surfact^s 
applicables sur une surface donnee dans laquelle la distance des deux 
poirils infinimenl voisins est donnee par la formule 

ds' =^ ^l dx dy. 

Hour monlre que les coordonnees rectangulaires d'un poini di' U sur- 
face rhercliee salisferont it i'equation 



nipq-Vj 



dxdy 



(Jl0gj^\ 



Si nous cherchons les conditions les plus simples dans lesqueiles la 
nielhode indiquee puisse reussir, nous trouvons qu'en posani 



<?iog> 






dxdy ' 



toiiles les fois que X salisfera a I'equation differentielle 



on pourra trouver une serie de surfaces applicables sur In propos<'-e, et 
rontenant dans leur expression une fonction arbilraire. 

VII. 

Les resultals qui precedent unt ele communiques a I'Acndemie des 
Sciences le 28 mars 1870 (*); raais il est facile de deduire des remap- 
ques faites plus haul quelques notions nouvelles sur la methode de 



( ' I Compte.y rciii/ii! des Sranret ris I'Acnilemie drs Si-ie 



^B 
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•ialion des constantes, a laquelle Bour atlacliait la plus grande 
iiportaiice. 

Voici, pour Ic cas du second oriire, commenl on devrait appliquer 
la inetliude <le Lagrange : il faudrail d'abord clicrclier une inti'grale 
pai'tii'.iillere conlenant cinq conslanles, et, rempla^anl ensuile I es con- 
stantes par des foncliitns arhltraires, en disposer de nianiere que les 
oxpressions des derivees jusqu'nu second ordre reslenl toutes les 
inemes. On est ainsi ramene a un syslcme d'equalioiis siinullanees en 
j,'entTal tout aussi dilficile a inlegrer que I'equalion proposee, et par 
consequent la melhode n'offre plus les nifimes avantages que pour le 
premier ordre. 

Mais supposons qu'au lieu de connailre i'integrale finie avec cinq 
constantes, on ne connaise qu'une integralc particulih-c du pn-miei' 
ordre avec deux constantes 




(■3) 



^[^ 



,p.q.'i,b)^ 



Cette inlegrale salisfaisant, quels que soieni a el 6, a I'equatiou pio- 
posee, si, entrc I'equalion (i3j etses deux premieres derivees, on eli- 
mine a et b, on devra retrouver I'equation differentiellc proposee. Cela 
pose, supposons que a et & soient, non plus des constantes, mais des 
fonclions de x, y, z, p, q; remplaijons b par une fonclion arbitraire 
de a, et detcrminons a par I'equation 



C<4) 



d^ db __ 



a deviendra une fonclion de x, y, z, p, q, detcrminee par I'equa- 
tion (i4)". les deux derivees de I'equation (i3) ne changeronl pas de 
forme, et Ton aura cetle fois une integrate intermediaire avec unefonc- 
tion arbitraire deduite d'une integrate ne conlenant que deux con- 
stantes. Lc meme theoreme s'applique a toutes les equations V == « 
considerees au § IV. 
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Les geomelres regardent coinme uti des plus beaux theorfemes de 
Gauss celui qui est relatif k la courbure totale d'un triangle geodesiquc, 
et qui a ete donne dans les Recherches g^nSmles sur les surfaces courbes. 
Le but de cette Note est de montrer que les principes donnes par Gauss 
ont un tres-grand degre de generalite et peuvent s'appliquer a un grand 
nombre de questions analogues a celle qu'il a traitee le premier. 

Considerons une surface defmie par la formule 

ou nous supposons, pour plus des implicite» les axes rectangulaires. Le 
rayon de courbure geodesique pg d'une courbe quelconque, tracee sur 
la surface, est deBni par une equation de la forme 

(2) ^z=rfi + Mrfii-hNrfi/, 

9s 

oil I designe Tangle de la tangente k la ligne avec les lignes u = const., 



et oil Ton a 






(3) 


dv 


du 
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AC 

R, R' designant les rayons de courbure de la surface. 
L'equatioQ differentielle des lignes geodesiques sera done 

(4) flfi -f- Mrfu -hNflfi' = o. 

Cela pose, d'apres un theoreme bien connu, Tintegrale double 



Z/*^' =//(-_ -).,., 



etendue a tout un contour ferme, sera egale a Tintegrale 

/(Mrf/i-+-Nrfv), 

prise dans un sens convenable le long du contour. 

Si le contour ferme est forme de lignes geodesiques, on aura lou- 
jours, d'apres I'equation (4)f 

(5) /(Mrfii^-Nrft') = ~/rf/. 

Cette formule equivaut, coninie on sait, au theorenie de Gauss. 

La demonstration precedente indique plusieurs modes de generali- 
sation du theoreme de Gauss. Considerons d'abord, au lieu des lignes 
geodesiques, les lignes definies par I'equation differentielle plus ge- 
nerale 

(6) i/i -h Mrf«-f- Nrfi'^: rf9(ii, v). 

On obtiendra pour un contour forme de ces lignes, au lieu de I'equa- 
tion (5), la suivante : 

(7 ) /(M6fu + Nrfi/) = ^fdi^fd^(u, i^); 

la seconde integrale simple, s'etendant a tout un contour ferme, s'an- 
nule generalement; ainsi : 

Si ron considere sur la surface des lignes satisfaisant a unc equation 
differentielle du second ordre 

di -hMda -^^dv=. d<^{Uy v), 
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ou (p dSsigne une fonction arbitraire ( nuUe dans le cos des Ugnes gio- 
d^iques)^ la courbure totale d'un triangle /ormS de trois de ces Ugnes 
s'exprime en fonction de la somme des angles de la mime maniere que 
dans le cas des Ugnes gdoddsiques. 

La formule (3) donne, pour le rayon de courbure geodesique de 
ces ligues, Texpression suivaute : 

Done rangle de contingence gioddsique est la differentielle exacte 
d*une fonction de point. De cetle propriete decoulent plusieurs rela- 
tions geom^triques. 

L'extension precedente est loin d'etre la seule dont soit susceptible 
le theoreme de Gauss. 

D'abord, on peut, au lieu de considerer seulement la courbure totale, 
prendre une integrale double quelconque JJYidudv, qu'on meltra sous 

la forme / / (-5 ;r^) duds^, ce qui est toujours possible et d'une 

infinite de manieres. Alors Tintegrale double, etendue a tous les 
points d'un contour ferm^, pourra etre remplacee comme precedem- 
ment par Tintegrale simple 

(8) /(Prfw-hQrfi^). 

Supposons, en outre, que les courbes qui limitent le contour satis- 
fassent toutes a une meme equation de la forme 

(9) Prf£i-+-Qrff = rf(p^£i, V, -£, ^'•••); 

rintegrale rectiligne (8) s'obtiendra sans difBculte et s'evaluera pour 
tout polygene forme de nos courbes, en fonction des elements relatifs 
aux sommets. 

On pent supposer que la fonction 9 ne contienne que la derivee pre- 
miere; mais il faut qu'elle contienne au moins une derivee : sans cela, 
les courbes n'etant definies que par une equation du premier ordre, on 
ne serait pas sur d'obtenir avec plusieurs d'entre elles un polygene 
ferme. 

Annates scientifiques de Vicole Normale superieure. Tome VII. 23 
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L'aire de la surface s'expriaiant par une iotegrale double, on voit 
qu'oD pourra obtenir des courbes d^Buies, par exemple, par une equa- 
tion de la forme 

(10) ?clu'hQdi^ = d(pl(u, V, -T-ji 

et telle que Taire comprise dans un triangle form^ de ces courbes soit 
exactement assignable. 11 est vrai qu*on ne saura pastoujours integrer 
Tequation (10); mais la meme difiiculle se presente pour les lignes 
geodesiques sans nuire a Tinteret du th^oreme de Gauss, et, d*ailleurs, 
la fonclion arbitraire 9 que nous inlroduisons pourra etre determinee, 
on le conQoit, de maniere a faciliter Tintegration. 

Les memes principes s'appliquent aux int^grales triples. Soit, en 
effel, une integrale JJfYLdxdydz\ on pourra toujours evidemment, et 
d'une infinite de manieres, la mettre sous la forme 

11 sufiira de r^soudre Tequation indeterminee 

dk d^ ^ — H 
dx dy dz 

U est, du reste, facile de donner la solution generate de cette equation. 
Soit A| B| C4 une solution particuliere. On aura generalement 

djr dz dz dy 

8 = 8.4-^^-^^, 
dz dx dx dz 

C=C <^y d^ d<^ d^ 
' dx dy dy dx 

D'apr^s une formule connue, Tintegrale (11), etendue k tout le vo- 
lume interieur k une surface fermee, sera 6gale k Tintegrale double 

(12) 77(Acosa-hBcos(3-hCcosy)c/(7, 
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etendue k la surface qui limite le volume, da designant relement de 
surface, a, p, 7 les angles que fait avec les axes la normale k la surface. 
Cela pose, supposons que, les surfaces qui limiteut le volume etant 
d^finies parune Equation 



X satisfasse k Tequatioa differentielle 



(13) 



dx ay dz 



dl rf<p ^4' 

dx dx dx 

dl d(f d^ 

dy dy dy 

d\ dcf d^ 

dz dz dz 



= A, 



Oil 9, ^ sont des fonctions quelconques de X et de ses derivees par 
tielles par rapport a cc^y^ z, prises jusqu'k un ordre quelconque. L'in- 
t^grale triple k evaluer sera remplacee par la suivante : 



(t4) 



//- 



d<T 



viSHlH^ 



etendue aux surfaces qui limitent le volume et qu'on peut remplacer, 
d'aprte un theor^me relatif aux determinants fonctionnels, par 

ffdtfd^. 

Considerons un poly^dre curviligne, forme des surfaces satisfaisant 
toutes k la meme Equation differentielle. Pour chaque face de ce po- 
ly^dre, I'integrale double precedente pourra se remplacer evidemment 
par rintegrale rectiligne 



/cpd^l^ — \j;rf9, 



Etendue au contour. Done : 



£tant donnie une intigrale triple^ on peut determiner une classe de sur- 
faces satisfaisant a une mime equation aux dirivdes partieUes^ et telles que 

23. 
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rintegrale triple dtendue a tout volume Umitd par ces surfaces s'exprime 
enfonction d'intdgrales simples prises le long des arites du polyedre cur- 
vilignefomnd des surfaces qui Umitent le volume. 

Les applications des propositions precedentes sont nombreuses. Je 
les developperai procliainement. 
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Lorsqu'on soumet un barreau de fer doux mobile suivant son axe a 
i'action du courant qui traverse une bobine cylindrique donl I'axe 
coincide avec i'axe du barreau, I'attraction exercee depend a la fois 
des donnees de I'experieDcc et de la position relative du barreau et de 
la bobine. Divers physiciens out etudi^ celte action, niais dans des con- 
ditions particulieres, quelquefois trnp vagueinent deflnies pourdonnei' 
lieu a des conclusions precises et generalemcnt ne comprenant pas un 
nonibre sufTisant d'experiences pour faire uonnaitre I'ensemble des lois 
qui regissent le phenomene. J'ai entrepris une serie d'experiences pour 
connailre rinfluence des diverses variables dont il depend. 

Travaux anterieurs. — Avant de definir le but de ines recherches, 
j'eaoncerai les principaux resultats auxquels on est parvenu, et qui 
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sont consignes dans les trailes de Wiedemann ct de Miiller, oil I'oii 
trouve sur ce sujet l«s indications les plus completes : 

(n Le diametre des lours de spire est sans influence sur la quanlild 
de magnelisme donnee au barreau quand celui-ci depasse assez la bo- 
bine des deux cotes. Quand le barreau ne depasse pas la bobine, les 
bobines etroites aglssent plus energiquement que les bobines larges. 

[b La quantite dc magnetisme du barreau est proporliounelle a I'in- 
Icnsit^ du cDurant (d^ns cerlaines limites d'inlensite du courant) (Lenz 
et Jacobi). 

(c Si, aulour d'un cylindre de fer doux, des courants d'egale inlen- 
site circulentdans le meme nombre de spires, le magnetisme developpe 
est independant do fil et de I'ecarlemcnt des spires. 

(d L'action totale est proportionnelle au Qonibre des spires. 

{e Dans lous les cyiindres massiTs de fcr de meme longueur, avec la 
meme spirale et la meme intensite de courant, le magnetisme est pro- 
portionnel au diametre du cylindre (Miiller). 

A ces propositions, Miiller a joint une formule qui represenle la 
puissance magnetisante d'une bobine, c'est-a-dire le produit de I'in- 
tensite du courant par le nombre des tours. II a trouve 
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d csl le diametre du barreau, et m une quantite proportionnelle au 
magnetisme developpe; c'est la difTerence des langentcs des deviations 
produites sur une aiguille aimantoe par la bobine : i" quand le bar- 
reau est libre; a" quand il est enleve. 

Lenz et Jacobi avaient, de leur cote, trouve que le moment magne- 
lique elait proportionnel ii i\!d. 

Les travaux de Hankel I'ont conduit au\ lois suivantes : 

(/ L'attraction d'un barreau aimante par une bobine traversee par 
un courant est directement proportionnelle au carre de I'intensite du 
i:ouraDt ct au carre du nombre de tours du fil enroule sur la bohine, 
aussi longtemps que I'aimantation du barreau n'approcbe pas du 
maximum. 

Ce resullat a ete aussi obtenu par Dub. 

{g L'attraction maximum a lieu quand le bord superieur de la bo- 
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bine est a pen pres an niveau du bord superieur du barreau. Cette 
position depend d'ailleurs de la longueur du barreau et de celle de la 
bobine. 

(A L'attraclion est a pen pres proportionnelle a la raeine can'6e des 
barnraux. 

Dub avail aussi trouve que celte loi etait verifiee dans de cerlaines 
limites. 

Telles soot les lois qui se rapprochent le plus, par leur nature, de 
cellefi qui font robjet de mes recberches. Les travanx de Hankei, 
en parliculier, sonl ceux qni touchent le plus pres a I'etude que j'ai 
entreprise. 

La critique de loules ces experiences seraitlongue et sans grande 
portee; elle resultera nalurellemeut de I'ensemble de mes observa- 
tions. Toulefuis, il n'est pas inutile d'en faire comprendre le caractere 
sur nn exemple. Si je prends la derniere loi formulee par Hankei et par 
Dub, elle me semble donnerlieu aux observations suivantes. D'abord 
le rapport des attractions exercees par une bobine sur deux barreaux 
n'est pas indiipendant de la distance de la bobine a laquelle sont places 
lus deux barreaux. P;ir cela seul (suppose exact), la loi perdrail toute 
valeur. D'autre pari, la toi n'est pas la meme si la bobine est invariable 
ou si la longueur du fit etsa bauleurseulessont fixes. Elle est d'ailleurs 
formulee dans la premiere hypotbese; mes experiences ne I'ont pas 
confirmee, mais elles ont fait eonnaitre I'influence du diametre du 
barreau sur le travail de l'attraclion pour la course lotale du barreau, 
elemenl Important a considerer d'abord au point de vue pratique, et 
en outre parce que I'inlroducUon de eel elemenl ecarle la considera- 
tion de la distance du barreau a la bobine, variable qui n'est pas sufti- 
samment definie, ainsi que d'autres encore, dans la plupart des propo- 
sitions enoncees. 

II en resulte que ces propositions peuvent etre en partie vraies, en 
parlie fausses; en lout cas, elles ne sont qu'approchees, et Ton verra 
par la suite que la traduction des lois qui regissent le pbenomene etu- 
die ne comporte pas un enonce. 

But des recherches. — Le but que je me suis propose est d'etudier 
principalement le travail de rattraction exercee par une bobine sur un 
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barreau de fer doux dirlge suivanl I'axe de la Lobine et penetrant dans 
rinterleur. Parmi les variables dont depend cette attraction, on a con- 
sideie I'iotensite du couranl, le diamelre de la bobine, sa bauteur, la 
lonyueur desbarreaux. leur diamelre et le diametre du fil de la bobine. 
Dans les experiences, on a ecarte d'abord deux de ecs variables, 
I'inlcnsite du courant et le diamelre du fil. 

Division de la question. — Ainsi, on a opere sur des bobines coo- 
struiles avec le meme fil et I'inlensite du courant restant constanle. La 
fjuestion a ele divisee de la maniere ^uivante : 

I. Etude de Taction d'un courant circulaire de diamelre variable sui' 
un barreau donne et k diverses distances. 

II. Etude de Taction d'une bobine de faible bauteur et de diamelre 
variable sur un barreau donne et a diverses distances. 

III. Etude de Taction d'une bobine de diametre constant et de hau- 
teur variable sur un barreau donne el ^ diverses distances. 

Chacune de ces etudes comportail encore comma variables la lon- 
gueur et le diymetre du barreau. Enfin, on a examine Tintluence du 
diametre du fil de la bobine. 




Necessity de nouvelles experiences. — Hankel, Marianini, Feilitscli 
onl aussi examine diverses dispositions propres h. augmenler Tenergie 
(ie Taction ; j'ai renoncii a inlroduirc dans mes recberches des variables 
nouvelles, et je me suis borne, pour le moment, i experimeuler sur 
des barreaux pleins et des bobines eylindriques. L'ensemble de ces 
experiences eonduira a la connaissance des lois de Taction dc la bobine 
sur le barreau, el des conditions qu'il convient de realiser pour oblenir 
le travail maximum d'une macbine electro-magnetique fondee sur cette 
action. Je ne mo suis pas altacbe b. traduire les lois en formules : la for- 
mule exacle n'aurait pu etre simple, et une formule simple n'aurait pu 
traduire les n^sultats avec une approximation sufBsante. D'ailleurs, il 
est evident que les condilions trouvecs Be peuvenl a priori elre regar- 
dees comme definitives et convenant a la macbine en mouvement, 
puisque !e mouvement du barreau determinera des couranls d'induc- 
tion ayant pour eiTet d'aFTaihlir Tinlensite du courant dc la pile. Le tra- 
vail que pent fournir la macbine se trouve ainsi diminu^ a mesure que 
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lii Vitesse augmente, el a pour limile !e travail correspondant a la rha- 
leur (iegagtic par Taction chimiqiie. 

F,a production du travail dans une machine electro-magnetique Ptant 
diie au diiveloppement des couranls d'lnduction, il parait naturel de 
chercher h favoriser le developpenient de ces courants, et, poiip ccla, de 
rlierclier les di.xpositions les meilleures pour augmenter ta vitesse de 
la piece au mouvemenl de iaquelle ce d^veloppeiiient est du, puisque 
le courant iiiduit est proporlionnci a celle vitesse. 

Le mode (faction de la machine etanl d'abord choisi d'tine maniere 
generate, il Taut etndier les dispositions partic uliferes propres a aug- 
menler I'energie de cette action. C'esl la machine construile d'apres 
les resultats de I'observalion qui servira ensuile a I'etude de Taction 
dynamique. 

L'6tude dunt je viens de tracer le cadre exigeait que Ton put mesurcr 
rapidement et avec une precision suftisanle Tattraclion d'une bobinc 
sur un barreau dans les divcrses conditions que Ton avail en vue. Voici 
la disposition que j'ai adoptee. 

Description de I'appareil. — Un double chassis de bois (Jig. i) por- 
lait toutes les pieces necessaires a Texperience. Le barreau F etait sus- 
pendu a Tun des bras d'un fleau dent le couleau C reposail sur deux 
coussinets d'acier poii fixes aux traverses superieures. On faisail equi- 
libre au barreau F par des poids Q. Ces poids, ainsi que le barreau F, 
elaient suspendus [lar de.* rubans desoie s'appuyant sur deux seeteurs 
menages sur le fleau. Un pelit plateau suspendu a TextiMsmile droile du 
fleau recevait les poids 9 destines a mesurer Tattraction. Ce plateau 
ilait porle par un ruban qui s'enroulait sur la tranche du fleau. La 
courbure de cctle tranclie avail pour etfet de faire varier la longueur du 
bras de levier du poids q, el permettait d'arriver a un equilibre stable 
que Ton etablissait exactement en observant Taiguille qui surmontait te 
fleau. 

Au moyen d'un levier sur lequel on agissait a Taide de la manivelte /. 
on pouvait, en soulevant le fleau, remettre le couteau exactement a la 
uieme place, afin que Taxe du barreau eul une position constante. 

La bobine B clail placee sur un plateau P horizonlal et mobile paral- 
lelement a lui-meme, de fa<;on que son centre decrivil Taxe du bar- 

^anaJii icientijifufi dr I'tcalt Narmalt lupirieurr. Tome VU. ^4 
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I'iMii. A ret eiret, deux douillt-s fixecs au plateau glissaieiit siir des \\gvs 
[t;ir;illi-Ii'S TT lixecs nil cliassis. (>s douilles eliiient supporU'-cs par deux 




I'uliaiis qui, en s'onroulant ou sc dcroulant sur I'axc AA a I'aid^ dc la 
mnnivi'llc M, prodiiisaiful le mouvemrnt ascendant ou descendant du 
plalrati. Un ciiqiiel pormellait dt? lisor le plateau en un poinl qnci- 
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coDqut! fie sa course. La position de ce plateau elait conmie an ninyi-n 
ri'un index I reli^ iiu plateau et glissaul avec lui le long d'une regie RH 
(livisee en miilimijlres. 

Entin, le eourant etait amene de la pile dans unc pifece de bois fixee 
k I'une des douilles et contenant du mercure dans des cavites mena- 
gees dans son epaisseur. En mctlant dans deux de ces cavites les extre- 
milis du fi! dc la bobine ainsl que celles du fil de la pile, le i-iiTuil 
elail lerme. 

Une boussote de tangentes et un rheostat places dans le circuit dtin- 
naient le moyen de verifier la Constance du courant ct de la niaintenir. 

Maniire d'operer. — Pour faire une experience, on procedaitde la 
maniere suivanle. On suspendait le barreau F au ruban du lleau ii 
I'aide d'anneaux et de crochets rendanl cette operation facile; on faisait 
contre-poids avec les polds Q suspendus de !» memo maniere. Deux 
petiles cuupelles c, c pouvaient recevuir I'appoint noeessaiie pour un 
equilibre rigoureux. Cela fait, on pla^ait la bobine sur le plateau, de 
fa^on qu'eu elevant celui-ci le barreau penetrat exactement dans la bo- 
bine. On amenait alors le plateau, en tournant la manivellc M, dans 
une position telle, querextremite inferieuredu barreau afileurat la face 
supericure de la bobine. Ajoulant alors la ilcmi-Iongueur du barreau ii 
la demi-longueur de la bobine, on avait la distance du centre du bar- 
reau au centre de la bobine. On faisait glisser la lige qui porle t'index 1 
de fa^on a ainener I'index a la division de la regie correspondanl a la 
distance des centres. Des lors, si Ton faisait inonler ou desccndre le 
plateau, I'index I marquait constammenl sur U regie la distance du 
centre du baneau au centre de la bobine, distance que nous apiielle- 
rons, pour abreger, distance des centres. Ou vcrifiait la position du fleau 
a I'aide du levier de relevement; on s'assurail que la bobine etait bien 
plac^e, en conslatant que le inouvement du plateau ne troublait pas 
rcquillbre. On descendaitle plateau, et I'on fermait le circuit. Enlin, on 
reglait le cnurant a I'aide du rheostat de fa^on que la deviation dc la 
boussole atteignil une valeur determinee constante. L'experienee etait 
des lors completement preparee. 

Kn tournant la manivelle M, on monlait lentement la bobine; 
quand raiguille du lleau quittait le zero, on conimen^ait les pesees : 
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lie petils chocs sur Ic chassis racliitalenl les oscillations dii di'-au. Puur 
plus de commodite dans la representation des resultats de I'experience, 
on effectuait les pesees lorsque I'lndex I marquait un nombie entier dc 
centimetres reprcsentant, comme on sail, la distance des centres. 

Le poidsf etait evaluc en grammes ct decigrammes. On pouvait ainsi 
IVirmer un tableau lei que le suivanl : 




Representation des resultals. — Les resultats pouvaient eli'e Tigures 
par une courhe oil la distance des centres etait prise pour abscisse et 
rattraclion pour ordonnee. L'aire de cette courhe, mesuree au plani- 
miitre ou autrement, donnait le travail de I'altractioD. La comparaisun 
des travaux avec les diverses donnees experlmentales elait le principal 
objetfjue Ton avail en vue. 

Baireaux. — Les barreaux soumis a I'experience etaienl des bar- 
reaux cylindriques de fer doux. Leur diametre etail de i , 2, 3 centi- 
metres, el leiir longueur de I. II, III, IV. V, VI decimetres. Nous desi- 
gnerons par lll-a le harreau dc III decimetres de long et de 2 centimetres 
de diametre. La suite des experiences a conduit a employer prineipale- 
ment les barreaux de 1 centimetre de diametre el a examinei' deux nou- 
vcaux barreaux in-0,37 elIll-0,73. 

Bobines. — Les bobines furmaient deux series : Tune composee de 
bobines targes, I'aulre de bobines tongues. Les bobines de la premiere 
serie avaienl une faibte hauteur, \f\ millimetres, la meme pour toutes. 
Elles 6taient formeesde bobines annulaires de dix spires de fil repelees 
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siir (lix oouclips. Ces :inneau\. au nomlirc de six, pouvaient entrer e\ac- 
leuienl les uns dans Ics aulres et lormGr ainsi des bob'mes dc hauteur 
constante etde diamelre croissant. Nous les designeroas par les n" [ij, 
[a], [3J, [4J, [5j, [6j, el par ^3,5] la bobine formee par les an- 
neaux 2, H, 4> 5- L.a bobine [1] don nail exaclement passage au barrcau 
de I centimetre; on la remplaQait par une autre pouvaut donner pas- 
sage au barreaii de a centimetres quand on operait sur ce barreau. 
Les dimensions de oes bobines soai definies par le tableau suivant : 



BOBINES 


DUH^BB 


LONODRHH DK FIL 
en mitral. 




['] 

r<3j 

[.5J 

[.6] 


37 
(i5 

■ 49 

'77 


7,3 
a3,4 
48,0 

81,4 

'75,7 





Le.fil qui composait le circuit etail du fil de cuivre de i millimetre 
de diametre, recouvert de coton , ce qui augmentait son diametre 
de o'""',^. 

Ces bobines eiaient destinees a reconnaitre ('influence du diametre 
de la bobine. Les auneaux isoles pouvaient elre employes a 6tudier 
Taction d'un circuit elementaire. 

La seconds serie de bobines. diles bobinas tongues, se coroposail de 
trois bobines de 18 couches dc fil et ilunt les hauteurs etaiont 3, 6, 
ta centimetres: en les combinrinl, on avait des bobines de 3, ti, 9. i-t, 
i5, id, 31 centimetres de hauteur et dc meme diametre egal a (ia mil- 
limetres. Ces bobines seronl designees par Icur hauteur. 

Outre ces deux series de bobines, on a employe quatre bobines de 
meme hauteur ct de meme longueur dc fil, donnant exactement passage 
aux quatre barreaux [II-0.37, 111-0,73, 11 1- 1, III-2, et enfin des bobines 
de meme hauteur, de meme diametre interieur et de m^me resistance : 
les premieres pour etudier ['influence du diamt-tre du barreau, les 
autres pour examiner I'influence du diametre du fil de la bobine. 
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Je vais exposer maintenant les resultats dc mes recherches dans 
Tordre indiquc plus haut. 



I. — £!tiide de I' action cVun courant circulaire, cle diametre 

variable, sur un barreaii donne. 

Cette etude a principalement pour but de fournir des elements a la 
comparaison de Taction d'un courant circulaire avec celle de la serie 
de courants qui constituc une bobine. Elle a ete faite au moyen des 
bobines [i], [2], [3], [4]f [5], [6], formees, comme on sail, d'un 
faisceau de 100 spires; Temploi d'une spire unique aurail exige un 
courant trop intense. 

On a d*abord fait agir sur le barreau I-i, a diverses distances, la 
bobine [i], puis les bobines [2], [3], [4]» [5j, [6J, Tintensite du 
courant restant constante. On a ainsi obtenu les nombres ci-dessous, 
qui represenlent Tallraction exerCee : 



I-l. 






ATTRACTION 


DES BOBINES 




• 


DISTANCES. 


[i] 


[a] 


[3] 


[4] 


[5] 


[6] 


5 


i,i5 


0,80 


0,60 


0,40 


0,32 


0,28 


4 


2,80 


1,60 


1,00 


0,60 


0,35 


o,3o 


3 


3,ao 


2,00 


1,25 


0,70 


0,40 


o,3o 


2 


2.5o 


1,70 


i.oS 


0,60 


o,3o 


0,25 


I 


i,5o 


1, 10 


0,70 


0,35 


0,25 


0,20 



On a efTectue la menie serie d'observations sur le barreau III- f , ce qui 
a donne le second tableau : 
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nil. 

DISTANCES. 




• 


ATTRACTION 


DES BOBINES 






[il 


[•^] 


[3]- 


[4] 


rs] 


[6] 


l5 


i,8o 


1,40 


1 , 10 


0,75 


0,60 


™ 1 

. i 

o,5o ! 


14 


3,70 


2,3o 


1 ,5o 


1 ,00 


0,75 


o,65 


i3 


3,40 


2,70 


1,70 


1,10 


0,90 


0,89 


la 


a,90 


2,60 


1,75 


i,ao 


1,00 


0,90 


lO 


2,t5 


1,90 


1,60 


iii5 


1,00 


0,90 


8 


i|5o 


i,3o 


1,20 


^ 0,95 


o,85 


0,80 


6 


iyo5 


0,95 


^ 0.90 


0,75 


0,70 


o,65 


4 


0,75 


0,70 


o,65 


0,55 


o,5o 


0,45 



Enfin, en operant sur le barreau Y-i, on a pu dresser le troisieme 
tableau : 



V-i. 

DISTANCES. 






ATTRACTION 

[3] 


DES BOBINES 






[0 


[»] 


[4] 


[5] 


[6] 


25 


a,y> 


2,00 


1,40 


0,90 


0,70 


0,65 


M 


4,80 


a, 90 


1,70 


1 ,00 


o,85 


0,80 


23 


3,90 


3,00 


1,90 


1 ,10 


0,90 


o,85 


22 


'3.20 


2,70 


2,00 


1 ,10 


1,00 


0,90 


20 


a.45 


2,20 


1,80 


1 ,o5 


1,00 


0,95 


17 


1,70 


1,60 


i,3o 


0,90 


o,85 


0,80 


14 


i,i5 


1 ,00 


0,90 


0,70 


o,65 


o,Go 


10 


0,60 


0,55 


0,52 


o,5o 


0,45 


0,40 


G 


0,35 


0,32 


0,28 


0,24 


0,20 


0,18 



La conclusion la plus generale a tirer de ces tableaux esl que Vattrac- 
lion diminue a mesure que le diametre du circuit augmente^ el que la loi 
de ce decroissement depend de la distance a laquelle on considere V attrac- 
tion. On voit, par exemple, dans le dernier tableau, que Taction de la 
bobine [1], qui vaut six fois celle de la bobine [6] ^ la distance 24, en 
est seulement le double a la distance 17. 
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On peul encore observer que la distance pour laqaelle ('action d'un 
n'rcuit est maximum depend du diametre du circuit , et (/ucUe est d'au- 
lanl plus grande que le diametre da circuit est plus petit. 

\-Rjig. a represenle les resullats tonsignes dans le premier tableau; 

le;- distances y sonl prises pour abscisses, fl les cnurhes succpssives se 




rappoi'lenl aux six bobines employees. Ces diverges oourbessonL asytnp- 
lotes a I'axe des abscisses. 

Rapprocbons les nombres que nous venons de trouver de eeux qui 
uiesurent Taclion des bobines ji], [f-aj, [i-3].... (§ III}, el nous 
arriverons a una conclusion assez remarquable. 

Considerons, par exemple, les actions des bobines [i[, fa], [3],... 
sur le barreau llt-i; a la distance i3, nous avons, 

340 270 170 IPO 90 So 



doiit les racines carrees son! 



.3.0 



0,5 



Ajuutons les deux pieinitpes, pui» les truis premieres, etc., un a 
.8.4 34,8 43,8 54.3 fi3 9 7^,6 

finnt les larres sont 

340 laio '9IU 2i)5o 4"8o 5270 
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Or les actions des bobines [i], [1-2], [i-3],..., sonl, a la division i3 

5 14 26 38 5:^ 68 

nornbres proportionnels aux precedents. 

Essayons le meme rapprochement sur les nornbres correspondant a 
une autre distance, 8 par exemple, nous trouvons encore la meme loi. 

Designons par A,., inaction de la bobine [ti-'3], et de meme des 
autres. La relation fournie par les considerations precedentes sera 

ou 
ou 

v/a,.« — ^aZ = kf\t , 

ce que l*on peut enoncer de la maniere suivante : 

La racine carrde de i attraction exercie par une spirale plane sur un 
barreau est igak a la somme des racines carries des actions des spires 
successives agissant isolement sur le barreau ; 

Ou encore : 

La diffirence des racines carrees des actions de deux spirales planes est 
egale a la racine carrde de V fiction de la spirale qui en est la diffirence. 

II. — Etude de V action d'line bobine de diametre variable 
et de faible hauteur sur un barreau donne. 

Les experiences ont ^te faites avec les six bobines 

[.] [..2] [..3] [1-4] [1-5] [.-6] 

sur les barreaux 

Ii II-i III-i IVi V-i VIi 

Je crois inutile de rapporter ici toutes les observations relatives a 
cette serie d'experiencesi et qui comprendraient trente-six tableaux 
analogues au suivant, qui contient les resultats obtenus par Taction de 

Annates scientifiques de I 'Ecole Nor male supirieure. Tome VII. l5 



r<)4 riTtTDE EXP^RIMEKTALE DE l'aTTR ACTIOH EXERCISE 

lii Ijohinc [i-3] sur le barreau III-i . L'altrarlion q est exprimee en 
granimea, la distance ;r en centimetres. 




La rcprcsenlalion grapliiquc ties resultals donne {Jig-'i} la eourbe 
snivanle : 



F 



Les divisions di! I'axc des aijscisses rcprrsenleiil dcs ccnliint-lres. 
(Les figures joinlcs au tcxic n'ont pas ete conslruiles toules a la menic 
eclielle, parce qu'un certitin nombre d'enlre dies auraient eu des di- 
mensions trop pelites ou Irop grandes. ) 
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Influence de la distance. — I.'allui'G de cette courbe montre (|iie rat- 
traction croU d'abord a pen pres proporlionnellement a la distance des 
renlrcs presque jusqu'au moment ou ellc atteinC son maximum; ellc de- 
croU ensuile trds-rapidement d'ahoni, puis par degre's insensibles. 

Toiitefois I'allure de la oourbe n'cst pas idenlique pour tous les liai- 
reaux, et s'il y a des analogies, al y a aiissi des differences dont nous 
nous occuperons tout a I'lieure st qui monlrent que la remarque pre- 
c6dente n'est pas d'une application generale. 

Influence du diamelre de la bobine. — Occupons-nous d'aliord de 
(.'omparer raction sur un meine barreau de la serie des bobines. II suf- 
fit pour cela de jeter les yeux sur la figure suivante, oil les courbes 
successives, ^ parlir de I'abscisse, represenlent les actions des bubines 
siiccessive3.[ij. ['-^j. [i-3]» [i-4Ji ['-5]. [i-6j sur le merae bar- 
reau IIl-i . 

On voit [ftg. 4) que, pour les diverges positions relatives du barreau 
ft de la bidiine. rattraction augmente avec le diamelre de la bobine; 




mais CCS allractiuns ne croisscnl pas dans le mi'ine rapport a toules les dis- 
tances, el ce rapport n'est pas constant pour la mime distance. On 

35. 



oit 
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aiissi que la distance des centres pour luquetle Taction est maximum 
iliminue un peu a mesure que le diametre de la bobine augmente, el 
que cctle distance, pour un barrcau de 3o centimetres, reste comprise 
cntrc i3 et f4 centim!;lres quand le dlanielre exterieur de Ir bobine 
varie de 37 a 177 millimelres. L'exlremite du barreau ne depasse alois 
le centre de la bobine que de r ii 3 ccfltiniiitres. 

InJIuence (le la longueur du barreau. — Poup rcconnailre rinflneme 
de la longueur du barreau, faisons agir la liobine [1-2J sur les barreaux 



La represenlalion grapdique des resullals donne {Jig- ^) les courbe; 
suivantes : 

fig. s- 




Les abscisses out ete reduites dans le rapport de 3 a 1 , 
Ces courbes nedonncnt lieu a aucune remarque simple. On voit que 
la valeur de rallraclion majcimum parail te/idre vers une coristanle d 
mesure guc la longuaw du barrcau augmente. On peut aussl observer 
(\ue cette attraction maximum se produil quand i extremile du barreau a 
depasse le centre de la bobine d'une longueur sensible/nent conslante el 
voiiine de i centimetre, quelle que soit la longueur du barreau. 

Comparaison des travaux. — Passons maintcnant a la comparaison 
des travaux developpes dans les diverses conditions oil nous nous 
Eommes places. 

Evaluons le travail de I'altraction pour la course totale, nous Iron- 
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vons, pour I'aire des courbes correspondant a Taction des boLines, 

[,] [,-.] [.-3] [,-4] [,-5] [<-6j 
sur le barreau Ill-i les nombres 

28 89 19a 3o4 4^2 563 

(^onstruisons [fig. fi) la courbe du travail, en prcnant le Irnvail 
pour opdonnee; la couibe Gguree en trail plein reprt-scnti.' la luarclie 




du travail en function du diaiiietre de la bobinci celle qui t'st lij^urrc- t-u 
trails interrotnpus represente la marclie du travail en fonction de hi 
longueur ilu fil de la bobine. 

Le diamelre interieur de la bobine elail de i a millimetres, el le dia- 
melre exterieur a varie de la a 177 milliinetres. On voit que le travail 
croU a peu pres proporiionnellement a la longueur du fil, dans cet inter- 
valle; car la courbe poncluee s'infiecbil legerement vers I'axe des ab- 
scisses. 

Si nous comparons de meme les travaui devebippes par I'aclion 
d'une bobine donnee [f-aj, par excmple, sur la serie des baireaux 

l-i ll-t lII-i IV-i V-i VI-i, 
nous trouvons que ces travaux sont represenles par les nombres 
34 64 89 110 123 131 
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Representons aussi ces resullats. La fig. 7 montre que U travail 
fieveloppi croit avec la longtieur du barreau el semble lendre vers tine 
conslante. 




lies observations el lies calculs analogues, elfectues siir la serie iIcb 
liiirreaux de 1 cenliinetre de diametre a I'aide de la serlc des bobines 
Urges, conduisent a la fornialioa du tableau suivatit, dans lequc] la {irc- 
initTc eoloDQe vcrticale renrerme les longueurs de circuit des bobines 
\i], [1-2J, [i-3J, [i-4j. [i-5j< h"*^j; '^8 autres colonnes donnenl les 
iravaux developp^s par faction de ces bobines surta serie dcs barreau \. 

'/'ableau tin travail de factioa de la sArie des bobines de m^riie /luiil&ur 
siir la s^rie des barreaux de mSme diamilre. 



L0NGl«DB8. 


I-i 


II- 1 


IIl-i 


IV- 1 


Vi 


VI- r 


7A 




21 


.8 


33 


38 


4i 


33.4 


34 


64 


=!) 


no 


1^3 


i3i 


48. 


63 


i3i 


iga 


24.. 


-i6-i 


•^flo 


81,4 


9i 


i<,\ 


3o4 


37. 


All 


435 


ia4,o 


116 


a85 


4aS 


5a5 


58.J 


6i<> 


'7S,7 


155 


365 


563 


685 


77' 


8a(. 
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Si nous comptOQS sur un axe ox les longueurs du circuit, sur oy 
celles du barreau, et sur oz le trnvail, nous pouvons construire une 
surface dont I'ordonuee representera le Iravail en fonction de la lon- 
gueur du fil et de la longueur du barreau, et qui presenle ainsi le 
resume grapbique de loutes les experiences qui pr^cfedeol. 

Les principnlcs conclusions b lirer de la sont : i" qu'il est avanla- 
geux (I'augmenter autant que possible la longueur du barreau; 2° qu'il 
conviendrait iiussi de distribuer sur plusleurs bobines de niome liau- 
tt!ur la mfinii' longueur de 111 plutfll que de construire avec oe fil une 
bobine unique. Ainsi trois bobines dc 6g metres de fil donncralent un 
travail represenfe par 33, landis qu'une bubinc unique de 180 moires 
donnerait agfTouteiois, I'avanlage ainsi obtenu est assez faible rclati- 
vement a la complication mecaniquc qu'il exige. 

Hi. — Etude de faction d'line bobine de kanteur variable 
et dc diametre constant sur un barrcau donne. 

Influence de la hauteur de la bobine. — Nous venous de voir que le 
travail augmcntait rapidement avec la longueur du barreau: prenons le 
barreau V-i et faisous agir sur ce barreau les bobines de bauteur 6, 1 2, 
iS, ai, nous obtenons {Jig. 8) les resultats represenles paries courbes 
ci-aprfes : 

Les distances des centres ont ete reduites dans le rapport de 10 a 4i 
afin de reunir dans la memc figure toutcs les courbes obtenues. Les 
courbes relatives aux bobines [3], [9], [i5] onl ete intercalees. 

On voil que Taction de la bobine est continuellement croissante, 
ainsi que le travail. La distance des centres correspondant au maxi- 
mum d'actiun dlminue a mesure que la longueur de la bobine :iug- 
menle, el varie de 34 a i5 centimetres, la lungtteur du barreau etant 
de aS centimfetres. L'effet maximum a sensiblement lieu quand I'exlre- 
mite du barreau va depasser cetle de la bobine; car, si Ton ajoutc la 
deml-longueur de la bobine a la distance des centres, on irouve 

23,5 + 1,5, aa,5 + 3, ai-t-4,5, ao-l-6. 18 + 7,5. 17 + 9, i5,5+ii,5, 

ce qui donne une somme qui varie de sS k 37, et par consequent s'ecarte 
peu de la demi-longueur du barreau. II est clair que colte marche du 
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maximum ne saurait se maintenir quand la longueur de ta bobine ap- 
(H'oi-he de celle du barreau, et on le voit deja par les rapprociiements 
que nous venous de faire. 




I 



UaiiM cetlt! sii[it; d"i;x|)ei'ii'iices, la Itauletir de Ui boliiiie ii'u atteliU 
r|uc les fi de celle du harreau. Pour nous rendre compte des modifica- 
tions que peut subir la loi manifest^e par la representation grapliique, 
quand la longueur de la bobine atleint celle du barreau, repelons la 
meme serie d'exp^riences avec le barreau II-i, nous obtenons [fig. 9J 
la serie de eourbes suivante : 




II faul en conilure que la marclie de I'attruclion subil un iiotabli:: 



ctiangcment (|uanil la longueur de la bobine est voisine de celle du bai- 
reau. Ainsi, !e maximum qui s'approcbe de I'origine jusqu'a la ho- 
liine I 3 s'en eluigne avunt la bobine t5, ct ses variations diminuent 
rapidcment. L'allraclion de la bobine 2t, dont la longueur depassi; 
i:elle du barreau et dunt la courbe est dessinee en traits inlernrmpus. 
est plus faibie que celle de la bobine i8 entre Torigine et le maximuiiu 
p-[ elle est plus forte au dela, comme on pouvait le prevoir. 

Injliience fie la longueur du barreau. — Ce qui prerede met en evi- 
dence Tiniluencc de ta longueur de la bobine, le barreau etant dunne. 
Si maintenani nous prenons itne bobine delerminee, la bobine la pai' 
exempic, et si nous soumettons a I'aclion de reile bobine la si'iie des 
liarreaux, nous reconnaissons que faction est lepresenlee {Jig. in) par 
la serie des courbes ci-dessoiis. 





On vuil par la que I'allnivlion maai/iutm scmLIc /entire vers iiiic con- 
Startle a mesure que la longueur du barreau augmenle. Quant a la distanre 
des centres correspondant au maximum d'eFTet. elle est sensiblemenl 

lie a la dcmi-Iongueur du barreau diminuoc de la dcuii-longueur du 
la bobine, c'est-a-dlre que I'extrt^mile infericure du barreau coincide 
it peu prcs avee Textreniiti inferieure de la bobine. 

Comparaison des iravaux. — Si maintenant nous comparons les tra- 
vaux developpcs dans les diverses dispositions observees, nous arrivons 
aux resultats qui suivent. 

jlnnaUs scUnlifijnn de rKcnU .\armalr siipeiiturr. Tome \\\. 1& 
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L'l-valualion du travail de ratlractlon des bobines successives :iur Ic 
barreaii Il-i, ntlraction representee dans \a Jig. 9. donne, pour h's 

l.obinrs 



3 li 



i5 18 



3o 84 i4o ?i5 ajo ajS 

Lh//^. 1 1 Tail connailre lii maritie du Iravail en fotiction de la hiiii- 
leiir de la linbine. 




Un viiil (|ue le Iravail emit d'abrnd plus rapidrmenl, d <Misuili- plus 
lenletiinit, (pie la liautcur de la bobiric. 



\ 




|)r menu'. I'evakialion du travail de raili'^fliini exeriee par I 
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hiiu* 12 siir les bnrreiiux 



l-i III 



111-1 



IV- 1 



\- 



VI- 1 



donne Ics noinbres 



65 2i5 



3'25 



43o 



5 10 



5(>o 



represenlcs {fig^ 12) par la courbc ei-conlrc, donl Tordonnee luosure 
le travail en foDclion de la longueur du barreau. 

Kepelons Ics memes series d'observations avee les aulres bobiiies, et 
nous ronnerons le lableau ci-dessous : 

Tableau du iitivail divelopp^ par faction de la sSrie des bobines de m^nie 
diam^ti^ sur la iirie des barreaux de m4me diamitre. 



BOBINES. 


I-i 




m-i 


IV- 1 


Yi 


VI. I 


3 


i5 


3o 


40 


5o 


60 


05 


6 


35 


84 


107 


140 


180 


210 


9 


55 


140 


200 


280 


340 


38o 


la 


65 


ai5 


3'i5 


43o 


5io 


56o 


i5 


» 


270 


45o 


63o 


740 


810 


18 


1) 


295 


58o 


83o 


1000 


1120 


•ji 


h 


1 


690. 


io3o 


ia4o 


1370 



Porlons {Jig. 1 3) sur une droite ojc la hauteur des bobines, sur ov la 
longueur des barreaux, et parallelemenl a oz le travail, la surface ainsi 
construitc resumera cette seconde serie d*experiences. 

L'inspection du lableau ou de la surface qui Ic represente met sul- 
fisamment en evidence Tinfluence de la hauteur de la bobine et de la 
longueur du barreau sur le travail de Fatlraction pour la course totale 
du barreau, et montre la necessite d*employer des barreaux longs si 
Ton veut augmenter le travail, fintensite du courant restant la menie. 

On voit aussi qu'il y a lieu d*augmenter la hauteur de la bobine en 

meme temps que celle du barreau » car deux bobines identiques de 

taible hauteur, agissant sur deux barreaux identiqueSi fourniront un 

travail plus petit qu'une- bobine de hauteur doyjble et de meme Ion- 

26. 
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^iieur de fil que I'ensenible Jes deux premieres aglssaiit sur I'uo dds 




Trmail d'une bobine tie huutmir el de diamctre variables siii u/i bai- 
reau donne. — Pour arrivei' a ilcs conclusions plus precises, coiiside- 
rons un barreau clelermine; fatsons agir sur ce barrcau une serie de 
bobines de meme diametre d et de hauteurs croissantes x, ol une autre 
serie dc bobines de menie bauleur h el de diametre croissant^; mesu- 
rons Ifi Iravail dans ces deux series d'experiences, et soicnl ox, oy, oz 
trois axes de eoordonnees [fig- i4)' Porlons sur ox Ics hauteurs des 
bubines de diametre d, sur oy la longueur des bobines dc liauteur h. 
Dans le plan y=d trut;ons \a courbe du travail en fonrlion dc la iiau- 
leur X de la boliine; tracons aussi dans le plan x = A la courbe du 
travail en fonclinn de la longueur du fil, nous aurons deux couibesqui 
se ooupent au point f-A, d). 




t>Ait i;?<E soBitfE sun vy barreati de fcr uoux. 



2o5 



Le point {h, d) defiiiit les dimciisioDS de la bobine, et le 2 de re 
lioinimesure le iravail. Le lieu des oourbes ainsi oblenues est une sur- 
I'ace dont I'ordonnee represcnte le Iravail de I'aHraL'tion pour ua bar- 
reau determiiii'. I.'oxperience n'a donne que deux de ces coiirbes; nous 




atlinellrons. sauf verificalion, que Ifs plans paralleles aux zx ou aux zy 
ilonneraient dans la surface des courbes respectivement sembiables a 
(■piles qui onl elc direclement oblenues. 

Tragons mainlenant dans le plan xoy I'hyperbule xy :^ const., el 
cnnsidcrons le cylindrc parallele a oz ayanl pour base cctle hyperbole. 
Cecylindre coupe la surface suivant une courbe donl I'ordonnee me- 
sure le travail correspondanta une longueur de fil conslanle. On recon- 
nail ainsi que. pour un barreau de 3o cenlimiHrcs , la bautcur de 
bobine qui fournit le travail maximum esl voisine de 18 centimetres. 

La position du point qui correspond au maximum peut elre definie 
geometriquenieni, en observant que la trace du plan tangent a la sur- 
face en ce point doit etre parallele a la tangcnte a I'bypcrbole au point 
projele. II en resulleque lessous-langenlesaux deux courbes rf= const, 
et A = const., qui se croisent en ce point, sont pruportionnelles a A et </. 
Si done la courbe h ^ const, etait une droite (ce qui est peu eloigne 
de la verite). le point correspondanl au travail maximum s'obtiendrait 
en menant par son origine une langente a la courbe d = const. ; d'oii 
il resullerait immediatemenl que, danscette bypoliiese, ia hauteur de 
la bobine dormant le travail mximum esl independante de la longueur 
du circuit pour un barreau donne. 

Ainsi, la longueur du barreau determine la bautcur de la bobine, la 
longueur du ill donl on dispose determine le diameire de la bobine. 



ao6 ETUDE EXP^KIMKHTALE DE {.'jLTTKAGTlOn EXEBCGe 

Nous avoDs vu que le baireau lievait etro piis aussi long que pos- 
sible; etudions mainteriant I'iniliicnce de son diamelre. 



IV. — Infliiciirr fin diamctrr (fa haricati. 

Itubines donnant exactemeni passage au barreau. — On a [jris quaire 
iiarieaux <Jc 3 decimetres de litngiieiir et dunl les dlametres elaient en 




reiiliiut'Ues o.St; 0,73; i , 2, el Ton a fail agir sur ces Iiarit:nu3t des 
boliines de meme longueur Av fil et de meine bauleur donn.inI cxaete- 
menl passage aux divers baneiMix mis en experience; la bobine 1 fai- 
sail panic de la serie. L'evalualioti du travail du I'siction des bobines 
ynr les barreaux 

111-0.37 III". 73 111 . III-^ 

a diiiiiie Ich nombres 

■ 4 j4 33 J I 

On a repele rexpeiiente en ajoulanl it la premiere bobine la r>o- 
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bine [a-4J • de fa^on que le diametre de la bobine etait grand relativeinenl 
a celui du barreau, et Ton a trouve pour le iravail 



ii5 



212 



324 



3 10, 



nombres a peu pres proporiionnels aiix precedents et maDifestant une 
loi semblable. Layf^. 1 5 represente les conrbes obtenu^sdans cette der- 
nifere experience. 

II resulte de la que, pour une bobine de mSme resistance et de dia- 
metre interieur egal a celui du barreau, le travail croit avec le dia- 
metre du barreau jusqu'a une certaine limite, puisdecroil. Celte limile 
n*est pas rigoureusement independante du diametre de la bobine; tou- 
tefois, il parait inutile d'employer des barreaux dent le diametre cxcede 
1*^,5 a 2 centirofetres quand le diametre de la bobine n'est pas supcrieur 
a I o ou I a centimetres. 

D*apres les experiences qui viennent d*elre rapportees, il convien- 
drait de prendre le barreau de i4 millimetres environ de diametre. 

Bobine invuriable. — Lorsque la bobine est invariable. Taction exer- 
cee sur le barreau ne suit plus la m6me loi. Prenons, par exemple, la 
bobine [a-3J et mesurons sou action sur les trois barreaux II- 1, 11-:^, 
11-3 de a d^ciinfetresde long et de i, 2, 3 decimetres de diametre, nous 
obtenons les resultats suivants : 







ATTRACTION 


DBS B0BINE8 




DISTANCES. 


[2.3J 


[..3] 




lUi 


ll-i 


H-3 


n-i 


9 


•2/25 


3,40 


5,00 


6, So 


10 


1 ,3o 


•2,35 


3,90 


4,3o 


11 


0,80 


1 , 10 


1,60 


1 ,5o 



On voit par la que Taction augmente avec le diametre du barreau 
jusqu^a ce qu'il atteigne le diametre interieur de la bobine : c'est ce 
que mettent en evidence les trois premieres colonnes du tableau. La 
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quatrieme colonne donne les attractions observees sur le barreau 11- 1, 
en ajoutant la bobine [i] au circuit et ramenant Tintensite du courant 
a sa premiere valeur. La comparaison des uombres de cette colonne 
avec ceux de la colonne voisine montre que Taction de la bobine [f-3] 
sur II- 1 est plus ^nergique que celle de [2-3] sur 11-3. 

Bobine de diamitre extirieur constant. — L*influence de la difTerence 
du diamitre du barreau et du diametre interieur de la bobine est mise 
en evidence par les nombres du tableau ci-dessous : 



DISTANCB8. 


[6] 


[5-6] 


[4-6] 


[3-6] 


[a-6] 


[.-6] 


l5 


.0,18 


0,70 


1, 8a 


3,63 


6,00 


9,60 


l3 


0,20 


6,87 


'^M 


4,78 


8,60 


>4,70 


10 


0,18 


0,87 


a, 33 


4,6a 


8,45 


ia,oo 


8 


o,i5 


0,78 


a, 08 


3,96 


7,10 


9i^o 


6 


0,10 


0,70 


1,61 


3,o3 


5,a5 


6,90 



qui repr^sentent Tattraction exercee sur le barreau lll-i par les bo- 
bines [6], [5-6], [4-6], [3-6], [2-6], [i-6], Tintensil^ du courant 
restant constante. II est done trfes-important qu'il y ait aussi pen de 
jeu que possible entre le barreau et la bobine. 



V. — Influence du diametre du fil. 

Preuons Irois bobines de meme bauteur, de meme diametre interieur 
egal a celui du barreau III-i et de meme resistance, construites avec 
des fils dont les dis^metres sont en millimetres 



0,6 



1,3 



Mesurons Taction de ces bobines sur le barreau lll-i et evaluons le 
travail total ; nous trouvons qu'il est represent^ par les nombres 

196 542 970 

Or les longueurs des circuits formes par ces trois fils sont propor- 
tionnelles aux nombres 

36 100 169 
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Divisons le travail par In longueur du circuit, nuus' trouvons un 

iiombre sensiblenient constant : 5.4- He la, cetle conclusion : Le irmail 

pivduit est proportionnel a la longueur du circuit, la hauteur des bobines 

restant constante. II est clair que I'on ne doit point (i />rt'or( exagerer 

cette consequence, et que Ton doit se bornei' a en conclure qu'il con- 

vient de coostrnire Ics Ijobines avec de gros fils. La fig. i(i represente 

lea resnllats des experiences fiiiles avec ccs trnis bol)ines sup le bar- 

rean Ill-i . 

rifi. 16. 




Ici se lenninenl les experiences que j'ai en tre prises. Ellcs unt purle 
-sur les elements dont il m'a paru neecssaire d'etablir I'influence pour 
Cflairer la conslruction (le» bobinei; ot des barreaux sur lesqueis on les 
Tail agir. Celte iHude n'esl pas complete assiireinenl, mais elle pent 
sulTire, d'une part, comme base d'experiences sur un genre de moleurs 
clectro-ma^netiques; d'antre pari, comme conlrole a une theorie ma- 
iheinatique de Taction d'une bobine sur un barreau. 
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FLEXION DE LA LUNETTE MfiRIDIENNE, 

Par M. L.-J. GRUEY, 

PROFBSSBUR AU LTC^E OE CLERMONT-VBRRAND. 



INTRODUCTION. 

1. Si toutes les parties d'une lunette meridienne formaient un sys- 
teme parfaitement rigide, I'axe oplique aurait une direction constante 
par rapport ^ trois droites liees invariablement a ce systeme. Mais les 
deux canons ou les deux inoities du tube, qui reunit Tobjectif a I'ocu- 
laire, flechissent individuellement sous Taction de leur poids, autour 
de leur axe commun de rotation et suivant toute probabilite de quan- 
tites inegales. II en resuUe, lorsque la bauteur de la lunette varie, un 
changement dans la direction de Tnxe oplique, St Tinterieur de Tin- 
strument. 

Le cercle de declinaison qui accompagne ordinairement la lunette 
meridienne se deforme par son propre poids; mais les efTets de cette 
deformation disparaissent, en grande partie, dans la moyenne des lec- 
tures faites a des microscopes places symetriquement, par rapport a la 
verticale, autour du centre de la graduation. 

L'axe de rotation flechit aussi sous le poids de tout le systeme; mais, 
comme cette tiexion est a peu pres constante pour les diverses hauteurs 
dela lunette, son influence surTobservation n'estque du second ordre. 

2. La flexion du tube est ainsi la principale et la seule que nous 
voulions etudier specialement . EUe peul produire sur Taxe optique d'une 

^7- 
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grnnde lunelte iin deplacement angulaire superieur ii i secoode. II est 
'lone nt'ct'ssaire fie la delertniner pour rendre comparables cntre elles 
<Jes oliservalions faites ii des iiautours differenles. De I'aveu de tous les 
aslronomi's, celte dclerminatioii a ete jusqu'ii ce jour tpea-imparfaite. 
La discussion des metliodes suivies dans Ics divers observaloirea exige- 
rail (les developpemenrs Irop loogs pour Irouver place ici. 11 nous 
suffira de dire qu'etles reposent toutes sur des suppositions plus ou 
moins graliiites, dont I'erreur peut etre, dans certains ras, de Tordre 
tie la Hexion a mesiirer. 

La flexion est si mal connue, que, pour Tetiminer autaiit que pos- 
sible, I'observateur doit loujours rapporler les positions du Soieil et des 
planfetes a des eloiles situees sur le parallele de ces aslres ou sup des 
paralleles trfes-voisiiis. 

3. L'objel de notre travail est de montrer qu'il est possible de me- 
surer la flexion, conime un tour de vis. une distance de fils, en dehors 
de toute hypottiese, par des moyens purement physiques et pour une 
hauteur quelcoaque de la lunette. 

Dans la premiere Partie, nous etabiissons des formules generates qui 
expriment les effets optiques de la flexion sur un systeme de lentiltes 
spheriques doQt les centres sont distribues dans le voisinage d'une 
(troile. 

Dans la seconde Parlie, nous deduisons, de la mesure directe de 
quelques-uns de ces effets, hjlexion astronomique ou la correction qu'il 
Taut appurter aux observations meridiennes, pour tenir compte de la 
flexion de la lunette. 



PREMlJRE PARTIE. 



% \. — Hefractiou. 

1. Rd/raction par une surface. — Considerons un premier et un 
second milieu, d'indicos de refraction n H «', traverses succeasiveinenl 
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par UD rayon de lumifere qui se brise h leur surface de separation. 
Soient a* /3, 7 ; a\ ^', 7' ; X, jx* v les cosinus des angles formes avec trois 
axes rectangulaires ox, oy^ oz par les directions respectives du rayon 
incident* du rayon refracte et de la normale a la surface au point dMn- 
cidence. Nous supposons la direction de la normale prise dans le sens 
du rayon refracte, et que j3, 7, jx, v sont de petites quantit^s du pre- 
mier ordre. 
Les lois de la refraction donnent rigoureusement 

Ia'=/aztmX, 
y' = /y zt mv, 

et 

I — (X« -t-f^p -f-vy)' _ n[» 
^^^ I — (Xa'-+-fxP'-f-vy7~" n*' 

/ et m d^signant des quantit^s positives et le signe ii= repondani a 
v! > /I. 

Les relations (i), (2), jointes a celles qui unissent les trois cosinus 
d'une rodme direction, donnent facilement 



et par suite 



/ = -;, m = ±: ; — 



, n n! — n^ 

a = —aH ; — ^ 



(3) {^■=^»^'l^,. 

, n n' -^ n 

en ndgligeant le second ordre dans m et ol\ et le troisifeme dans |3' 

ety. 

2. Refraction par une suite de surfaces spheriques dont les centres sont 
voisins d'une ligne droite. — Prenons cette droite pour axe des a;, et 
conservons pour chaque surface les notations du numero precedent 
affectees du nombre d'accents qui repond au rang de cette surface. 
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Designons par p, p', p'\... les rayons des diverses surfaces, par N, N', 
N",. . . les abscisses de leurs intersections avec ox, par M, yj, ^; M', >j', 
5',... les coordonnees de leurs centres. Les abscisses M, M'»... sent 
finies, et les ordonnees lateralesiQ, ?,...; tq', ?',... des petites quantites 
du premier ordre. 

Designons encore par a, b, c; a\ b'. c\ , . . les coordonnees des 
divers points d'incidence successive du rayon lumineux, qui sont du 
meme ordre de grandeur que les coordonnees correspondantes des 
centres. 

Les equations du rayon incident et successivement r^fracte seronl, 
en negligeant le troisieme ordre» 

^.^P(j:— N) -f-ft, 
z 1= y{x — N) -f- c; 



puisque a, oc\ a",... ne different de i et a, a\a!\... de N, N', N",... 
que d'une quantite du second ordre. 

Les formules (3) etablies generalennent ont lieu pour chaque re- 
fraction. 

II s'agit de trouver /3', 7'; |3", 7";...; b\ c'\ b'\ c";...; connaissant /3, 
7 el by c. 

Si Ton rennarque que 

6 =z pjtji -f- yj, 6' = p' a' -h rj', . . , 

C=: pv -h ^y d = p'v' -h r, . . . , 

on aura d'abord, en chassant fx, v; /x', v';... des relations (3), 

n'(3'r:3n(3H-^^^— ^(6-y,), 

P 

(5) < ;,'/^;,y4.!?l^(C-C), 
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Ecrivant ensuile que le premier rayon refracte passe par (a, 6, c), le 

second par {a\ h\ c'),..., et remplaQant a par N, on aura, par les 

equations (4)» 

6'^^-H{3'(N'— N), 

(6, ; ^' = C4./(N'-N), 



Les relations (5) et (6) permettent evidemment de suivre le rayon 
lumineux dans ses refractions successives. 

3. Comnoe les quantitesjS, ]3\...; y, y,... sont accompagnees, dans 
les relations (5), des facteurs /i, n',..., qui n'exislent pas dans les re- 
lations (6), posons, pour faciliter I'usage de ces relations, 

71(3::= B, ny = C, 



Posons encore, dans le meme but> 



p n! 

p' "" '* ' n*' ~ * ' 



p/* /I'' • 

les liquations successives du rayon lumineux seront, en negligeant le 
troisilbme ordre, 

r=^ - (jT — N) -h ft, 

3= -(^ — N)-i-c; 
n 

lit 
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avec les conditions 



(8) 



B'=: rb -hB— rrj, 

b' =s'B'-hb; 

B'^r=r'6'-f-B'-r'r3', 
6''=5''B''-f-6'; 



\ 



9 

9 



et un systeme de relations identique k (8), en C, C',...; c, c\. ., qu'it 
est inutile d*ecrire. 

4. Soit [p-h i) le nombre des surfaces refringeutes. L'avaul-dernier 
ravon refracte sera 

"Dp 

r= — (^ — N>)-h bp, 

nP 



et le rayon emergent 



O 
nP ^ 



hP-*-^ 

z = — - ( X — N/^« ) -f- c^' . 



Mais, comme toutes les surfaces ont ele traversees, N'^', 6'''*'*, (f^* ne 
peuvent etre consideres que comme les coordonn^es du point d'inci- 
dence du rayon final sur une surface arbitraire, ou comme les coordon- 
nees d'un point arbitraire de ce rayon. Choisissons le point d'emergence 
en prenant N'^* = N'', et par suite f^* = b^ ei (f-*^* = c''; le dernier 
couple des Equations (7), forme des equations du rayon emergent, sera 

et le dernier couple des conditions (8) sera 

g^+i_. rPbP-h ^P— rPt^, 
bP-^' = bP. 
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Les conditions (8) et les conditions identiques en C, c; C, c\,.. per- 
mellront de passer de proche en proche du rayon incident au rayon 
emergent. 

5. Le systeme (8) ne se resout pas immediatemenl par Temploi des 
fractions continues; mais nous le decomposons en systemes successif's, 
solubles immediatement par ces fractions, de la manifere suivante* 

Considerons generalement le systeme 

A, = fl,A, -h A» — a,, 

A3 — (l\ Aj "T" Aij 



. . . , 

A J, = flji-1 A3/-.1 -h Aji-t ^31-39 

Aj|-|.i;=:^ d^i—x Aji -4- Ai|_i, 

Aj/^t= ttii Kii^x 4- Aji — a J,-. 



On en tire, en procedant de bas en haut par divisions successives. 







(9) A — = «'i^ : 



I 



I 



'^ A.4-B. ^ 
A.H-Bo 



en posant successivenient et dans le meme ordre 

Bg^- «iBj-+-B,> 



O r-j: a-ti^y Bj|- -4- Ba,_i, 

O = B,/ -+- OL%i» 

Ce nouveau systeme, abstraction faite des deux dernieres relations 
qui d6terminent B2,-, et Ba,-, est de meme forme que le systeme pri- 

Annalei scientifiques de VEcoU Normale supSrieure, Tome VU. 28 
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mitif, a cela pres que le signe des quantiies a est change. On aura done, 
par le meme precede, 

Bu I 

(lo) ^ — =:a„«,-i-- h.. ' 



B, + C. 



avec 



(lo') 



(jj — do Cii ~l" Co — CC$f 
Cs -— ^ di Ci -+- Lii ) 

O = C„_j — A}/^), 

et ainsi de suite jusqu*k un dernier systeme de meme forme 

H,= a.H.H-Hodba.,* 

(>0 { o =:a,Ha-f-H„ 

o = Hai a„ 

le signe h- et le signe -— correspondant au cas de i impair el de i pair, 

6. Si done on designe les dernieres reduites des fractions 

I 



I 



a 



9 



el 

I 



dm 

I 



a, 



respectivement par ^^ et ^^^ on a, par les relations (9), (10), (i ij 



9-H^. 



[jn-»-i 
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et la theorie ^lementaire des fractions continues, 
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-h ( A, -h B, ) = — ( pa^x Au^i — ^»/4.i A»/+,), 
— ( B. -h C. ) = 4- (p,i-, Bu^t — qu-x B,/ ), 
• • • •• -1 

±(G. + H.) = =F(/>.G,-9,G4), 
ir(Ho±ao)=±(/>.H.-?.H,), 

les signes superieurs correspondant a 1 impair et les inferieurs k i pair. 
En ajo'utant ces equations rnembre k membre, et remarquant qu'en 
vertu des deux dernieres relations (9'), (10') et (11) 

Ba,_i = a^i-x oLtiy Bj/ = — ajj-. 



H, = ±:a, a„ 



Ha = _|--aa, 



on trouve 



pu^i Aji4., — qu^i A„-j.j = — A, -+- (/?ai-i cia,-, -t- jji-i )aj,- 



(12) 






On aura de mSme 



-h ( A, -f- B.) = -h (/>'^^, Aw^, — ?',i+,Aa,+,), 
- (B. ^ C.) =-(;,;,.,. B,,_. - ?;,_,B,,), 



(G.+ H.)=d=(/>;G,-?;G,), 
(H,qp:a,a,)=o, 



et par suite 



(i3) 



Ki+i Aai^i — ?'„>, A„VH, = A, H- (/>'„_, flai^i 4- g',i-, ) aii 



(/;>,+ a; )a4 
a, ^3. 



a8. 



I 
m' 
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Mais on a 

Si done nous posons 

( Wa = — pu OLu Pu—i OCji—i — • • • — /^a «> ^" po Ooj 

(>4) I , r f 

avec la convention/?© = i » et si nous resolvons (i!i) et (i3) par rapport 
h Aa,^,, A,/4.a, nous obtenons 

A^+, = ^„.^,( A. -h w«) -f- q,i^i(Ki -f &)',), 
A,!^., = p[^^ ( At -f- &)« ) -I- ^a,.*., ( A, -f- &>'.). 

7. Pour appliquer ces formules generales au systeme (8), il suffil de 
remplacer 

£X«y di, tttf • ' • » Ou 

par 

et 

par 

il vient alors, en designant par R, R' et S, S' les valeurs actuelles de 
Pii+i » p'n^i et ^aiv, , ^r;.^.. et par w, w' celles de &>«, w'. . 

( Bi'-^'r=R(6-h«')-f-R'(B-f-w), 
(i5) 1 

I ft/^' = S(6 -*- w') -f. S'(B -+- w), 

oil o), 0)' sont de I'ordre de >}, >}'. 

Si Ton remplace dans w, w' les quanlilesYj, >}',... par^, 5',... et qu'on 
designe les resultats par ts, w', il vient, par les memes raisons, 

( O^'rzr R(c-f.m')H-R'(C-f-cy), 
(i5') 

( c/'-^' = S( c -I- w' ) -f- S'( C -+- cy), 

• « 

Oil w, bt' sontde Tordre de ^, ^'.... 

Le rayon emergent, correspondant a un rayon incident donne, sera 
done determine par la connaissanee des huit constantes R, R', S, S'; 
«, w', w, bt'. Les quatre premieres sont finies, et les quatre dernieres 
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de Tordre des distances des centres des surfaces refringenles a la droite 
autour de laquelle ils sont distribues. 

On Irouvera peut-etre que Texpression de ces huit constantes, au 
moyen des donnees, est remarquable par sa simplicite el son elegance. 

8. Remarque. - Nous avons fait dans les calculs qui precedent, et 
nous ferons encore dans ceux qui suivent, tacitement usage de la pro- 
priete importante des reduites d'une fraction continue exprimee par 
la relation 

oil ^ designe generalement la reduite de rang/i. 

§11. — Points et plans pruu'ipaux d line litnette. Images. 

9. Comme nous n'avons plus de loi de succession a mettre en evi- 
dence, nous d^signerons dans ce qui suit par B,, 6|, €«, C|, N,, /i, les 
quantites designees jusqu'ici par B^-^*, b^\ QF^\ c^\ N*^*, /i'^* ; de 
sorte que, le raygn incident etant 



le rayon emergent sera 



z — -{x^ N)-hc, 
n 



r=-r(^-N.)-+-6„ 

fix 



et Ton passera de Tun a I'autre au moyen des relations 

B,=:R(6h-«')-4-R'(B4-4)), 

C,rr:K(c4-Tij')-4-R'(C4-Gj), 

10. Image d'un poinl. — Si I'on ecrit que le rayon incident passe 
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par le point {oo^^ y^^ Zq)^ on trouve, par un calcul facile, que le rayon 
•emergent passe par le^ point (^,7, z), tel que 



('7) 



en posant 



(N -^^.)8-f-;iS- 
2 r=m(j,-f-n), 



n 

'^"'/iK'-h (N— ^.)K' 



n 



Le pointy, dont les coordonnees sonta?,^, 2, est Timage du point /9o, 
dont les coordonnees sont ^o* Jo* ^o« ou son foyer conjugu^. 

Les plans ?«» P menes par/^o,^, perpendiculairementk V^xeox, sont 
dits^/a//5 conjugues. 

11. En assujettissant/io ou/i et par suite Pq et P k de certaines con- 
ditions particulieres, on obtient les points et les plans principaux. 

1° Les conditions ^r© = ao , — * = jS, — = 7 donnent, pour Timage 

d'un faisceau parallele de direction (/3, 7), le point 

j: — N, — "1 if' 

le plan P est alors le plan focal principal, el son abscisse x \e foyer 
principal. • 

II est utile de remarquer sur les formules (18) que w et w sont nuls 
si Ton choisit pour ox la droile menee, dans la direction d'un faisceau 
parallele, par le point image de ce faisceau. 
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i eoiKliliDii m = 



I H^rtrniiiK; x^ et x, et Aoone 



P, el P sunt, dan& i-e cas, les plans print'jjtaux tie iiremlere el secDiitle 
esp^ce, i\\\s plans principaux de Gauss. 

'i" La cundilion du parallelisme ties rayons inoiilenl el emergent 
tixige que I'un ail 



Its poinls />„,/) ainsi defln'is sonl lespoinfs nodaux de Listing. 

'l" Les fonililions .i|, = N et .r^ = x (loiineraient respeclivemeiil 
i'anneait oculaire de Biol el \v& pninls de Bravais avei- la iiieme facitile. 

12. .\xede. similitude. — Si le point /?o decril une courbe (|uelconqne 
dans le plan Pg, le point/) trace dans le plan P une courbe semblable 
et seniblabU'menl plaeee, image de la premiere. Le centre de similitude 
de ces deux eonrbes se deplare lorsque^g varie d'une maniere continue 
ft decril un lieu geomelrique qui se Irouve suns diriiculli'-. C'est une 
di'ditc qui a pour equations 

Dr- [(,.(»'- I. n- R'.>'](^ — N) — (Aw — B',/) = o, 
D3-[Gi(ft'— i)+Uro'l{x-N)-fAro-BB') = «, 
oil 

A=R'(N-N,) + /(,S', 

B^— R(N — N,) — n'S-i-"■ 
D=— B(K'— i;— AR. 

On pouirail appeler celte dpoile axe de similitude. Elte coincide avec ox 
lopsque les centres des surfaces spberiques sonl silues sur eel axe de 
coordonnees. Dans ce dernier cas, i'axe de similitude est lie aiix plans 



^ 
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princlpaux He Gauss par une proprietc bien connue. el nos formules 
demontreni que celle propriele est toiil it fait geiieralo, Elles condui- 
senl en effel a la proposition suivanir, qu'on veritiera sans peine : 

L'axe de similitude est loujoum parallele a fa Jmite qui joint les points 
de rencontre des plans pfincipauic de Gauss de premiere et seconde espece, 
respeclive.ment, avec le rayon incident el le rayon emergent. 

^ in. — l^ffcf'' optiqnes do la flexion. 

13. Supposons actiiellement que plusieiirs ou (oiilcs les surfaces 
refriiijienies changenl de position, en tournanl autour de leurs inter- 
seclions N. N'.... avec t'axe fixe ox. Les coordonnpes lalerales des cen- 
tres de ces surfaces varlcront, et, si leurs variations sunt de petiles 
quanliies du premici' ou du second ordre, les formules precedeales 
s'^ppliqueront a la nuuvelle position des surfaces, avec le sciil soiu d'y 
remplacer parlout w. 'jj', ra, w' par w + ^w, w'h- $w'. sr-t- ^zs, w'-f- d^'. 

Co changement est encore le seni a apportcr dans cca formules, 

lorstjiie. (es surfaces tournanl autour de N. N' ces dernieis points 

se deplacent en memelenipssur oa; dequanliti's Ires-petites par rapport 
aux deplacemonts des centres des surfaces. 

II est ciair, en elTet, que les formules du § II ainsi niodifiees doo- 
neront encore, dans ces deux cas, I'abscisse de I'image d'uii puint, en 
nejiligeaiit le second ordre et ses ordonnees lalerales, en migligeant le 
tt'oisieme ordre. 

Le dernier cas se prcsente pour ta lunette nieridienne, qui n'est 
autre chose qu'un tube portant un systeme de lenlilles a cliJtque extre- 
mite, objeclif ct oculaire. 

l^e lube, presque cylindrique, est encaslre par son milieu dans le 
cuhe de I'axe horizontal de rotation. Imaginons trois axes reclangu- 
laires. p|. [rn, [i.^, lies invariabli-ment ^ uii element massif (x du lube, 
dont la longueur est prise pour le sens de fi^ ('), 



( ■ ) 11 semliiera peiit-6lre que S, n, K rfpondanl i .r, j\ z, nous diwrioiiB, pour la oirres- 
poiidHnce de^i imlationa des [laragraphrs 11 et 111, prendre \« longufur du lubi- |>uur le setiit 
lie f4 Mais nous Berions nlors oblige dt! rompre p!us Iwrd cetle cor respond h tire avec plus de 
iii>ScivHiiUge, omme on le verrd duns la seronile Parire. 
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tj^P Si le tube elait inflexible, ses divers points auraient loujours les 
memes coorcloiinees |, ri, ^ |)Our toule liauteur de la lunette; mais, en 
realile, a chaque hauteur repond une deformation parlieuliere du tube, 
sous I'aclion de son poids. 

Or il resulte des notions elenienlaires sur la flexion, appliquees aux 
circonstances aetuellcs, que, si Ton regarde comme du premier ordre 
les variations^, 5|,,.. des ordonnees laterales du centre d'une surface 
refringenle, la variation 3N,... de rinlersection de celte surface avec 
(1? ne sera que du second ordre. 

Les formules du § II :j'ap|iliqueronl done aux divers elats que l» 
flexion fait subir au systeme oplique d'une lunette, si. lorsque la hau- 
teur varie, on y considere N. N',... et R, S, R', S' comme invariables, 
et (u, u', 7s, Ts' comme devanl elre augmentes de leurs variations, qui 
dependent de cette hauteur. 




14. Flexion astwnomique. — On voit, d'apres tela, quelle est I'iii- 
fluence de la flexion sur les observations astrononiiques. 
L'imagt' (|, 15, ^) d'un point (£,, i;,, ?,} lie aux axes fi est 



('9) 



I ''-"■ "'(N-C,)R + nR'' 



nR'-i-(N — C.)R' 

On formera d'ailleurs w, w', o, o', comme nous I'avons indique aux 
n"' 6 el 7, au moyen des ordonnees laterales ?, ri,... des centres des 
surfaces refringentes. 

Dans le cas des observations astronomiques, on doit faireC, infmi, 

tnnnUi leUntifijufs de ficolt Normalr suprtiiure. Tome Vll. ^y 



L 
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et si Ton d^signe par a, j3 les limites de |^». ^> on a 

C= N| — '^i ji' 

Les premiers termes — »«• — ^/3, de § et >?, sont independants de 

la hauteur de la lunette ou de sa distance zenitale 6; mais les seconds 

termes "~ h» — ^ varient avec Q suivant une loi qui depend du tube 

de la lunette, et que nous avons exprimee par les relations (i4)» ^u 
moyen des deplacements des centres des surfaces refringentes. 

Les formules (20) donnent la position de I'image du faisceau paral- 

S 
Ifele (a, j3), dans le plan focal principal T = N< — n^ ^ ? qui est indepen- 

dant de la flexion a notre degre d'approximation. 

Soient ^o» >7o 1^^ coordonnees du point de croisement des fils rectan- 
gulaires du micrometre etabli au plan focal principal de la lunette; 
^ot >7o seront aussi des fonctions de 6, et Ton aura pour toute valeur de 
cette variable 

$ — $• = — ^ a — (-^ o> -h ^0 j , 

Supposons maintenant que la lunette passe de la distance zenithale 9 
k la distance zenithale quelconque -h $6, on aura, a, j3 etant con- 
, stants, 

L'image du faisceau parallfele (a, |3) se deplacera sur le micrometre pre- 
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cisemenl de 5(| — ^u} dans le sens des ^, et de 3(o — >jo) dans le sens 
des in- (^es deplacemerits sont independants de la direction du faisceau 
lie aux axes jiS,, fiTj, ^i^. 

Or, si, la lunette etant intlexible, a el (i venaient a varler de da, d^. 
I'image se deplacerait siir le micrometre fixe de 




el si Ton prend 



OD voit que ee deplacement reel serait le meme que le deplacement 
apparent (31) qui a lieu poui' la lunette (texible. 

Si les axes p.^, fx-tj snnt paralleles aux flis rectangulaires du micro- 
metre, 5a est la Jlexion en ascension droite. 5(3 \a Jlexion en distance 
polaire. Ce son! elVectivement les corrections a apporter aux observa- 
tions faites a la distance zenitliale 6 + d5 pour tes rendre comparable^ 
a velles faites a ta distance 5. 

15. Faisons, pour terminer cetle premiere Parlie, quelques remar- 
ques rapides sur les eil'ets generaux de la flexion a Pej^ard des images, 
provenant de points lies aux axes ^, lorsquc la lunette tourne aulour 
de son iixe : 

1° Le plan focal principal, le foyer principal, les plans principaux 
de Gauss, les plans de Bravais restenl iuvariables. 

2** L'abscisse ^ de i'image d'un point resle invariable; uiais ses 
ordonnees laterales f. v? varienl de mtfO, m 511 lorsque la lunette 
tourne de d'fi. 

L'image d'un objet plan , pripendirulaire a jj,^ et lie a cet axe. esl 
done transportee parallelemeiit a elle-uieme cl an plan Sfiyj, sans alte- 
ration des dimensions, a une disiance 






aatt snn la flbxion 

et dans une direction faisanl, avei; I'axe f*^, i'angle t tel, que 

La relation (sS) permet de Irouver imniediatement le lien qui unit 
les abscisses ^, , ^', des points dont hs images se deplacent a angle drnit. 
II esl donne par I'equation 

( ^w' -4- i3ra' ) ^, C, + n [ ara on' -I- aw iJw' J ( C, + ^, } + n'( 3(0" + 3n" ) = o. 

C'esi une hyperbole equilatere dont le centre est sur la bissectrice des 

axes des ^, et 5', , et dont les asymptotes sonl paralleles a ces axes. De 

plus, la distitnce du contre a I'origine est egale au demi-axe transverse 

J , I ,— ow ow' -)- onjota' 
de la courbe. n\2 — -.— - — , 

3° Si la flexion, repondani a la rotation ^"5 satisfaisait a la condition 



r serait independanl de ?,, el tout«s les images seiaient deplaeees dans 
la direction constante definie par tangT = ^■ 

Reciproquement, pour que le d^placement de I'image pai'allelemeul 
au plan ^yn] ait lieu dans une direction fixe, t, quelle que soil la posi- 
tion de I'objel, il faut que la condition (^4) soit remplie. Or, si Ton se 
reporte aux forniules (i4)t on voit que ccia exige que, par suite de la 
rotation &0, les cenires des surfaces refringentes se deplacent tous pa- 
rallelement au plan unique 17 = £ langT. 

Dans le cas oil cette condition { a4) a lieu. les points tlu plan lueue 
perpendiculairement a /j.^ par rabfcisse 5, = N — n~ onl leiirs 
images invaeiables. 

4" La droite joignant les points de rencontre des plans principaux 
invariabies de Gauss avec le rayon incident et le rayon emergent con- 
serve son parallelisme avec I'axe de simllilude. Le deplacement dc eel 
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axe depend d'ailleurs de la nature du tube de la lunette et du systeme 
de lentilles, suivant une loi que les equations du n^ 12 mettent assez en 
evidence. 



»—* 



DEUXlflME PARTIE. 



Les inegalites des tourillons d'une lunette meridienne et les flexions 
de I'axe de rotation exercent sur les observations aslronomiques, 
quelles que soient d'ailleurs les flexions du tube optique, une influence 
dont il faut tenir compte, ou qu*il faut eliminer par une disposition 
speciale. Nous commencerons done cette deuxieme Partie par Tetude 
de la rotation de la lunette. 



§ 1 — Rotation d(* la lunette meridienne. 

1. Pour etudier le mouvement de rotation de la lunette meridienne, 
imaginons que la disposition suivante soit remplie : 



Fig. I. 



rv-^ 





k^^ 



Les deux tourillons de la lunette sunt entierement perces. Un colli- 
mateur flxe A est dirige suivant leur axe et muni d'un oculaire nadiral. 
Un miroir plan m est flxe vers le centre du cube aussi perpendiculaire- 
ment que possible k Taxe de rotation. 

Le micrometre du collimateur, situe dans son plan focal principal, 
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86 compose de deux fils fixes rectangulaires, I'un liorizontal. I'autre 
vertical, que nous preiidroDS pour les axes oy et oz, el lie deux fils 
mobiles paiallelemcnt aux ppemiers au moyen de vis micromelriques. 
Uii tambour indique la marche He chaqtie vis lionl le pas/) repood a un 

iingle £ determioe prealablement, et salisfait a la relation /» = ^£, 

qui donne la constaote jr du eollimalour (* ). 

I.e micrometre elanl eclaire pai' une lumieiT qui tombe sur I'oculaire 
iiadiral. un point quelconque^ des fils tixes peut etre considere comme 
un point lumineux qui donne nalssance a un I'aisreau parallele emer- 
gent du collimaleur. Ce faisceau se reflechit cur le miroir m, et donne 
naissancc, dans le plan focal du collirnaleur, a une image/?' du point />. 
On prendra la position de cette image au moven des fils mobiles. 
Cette position variera avec la tjauleurdo la lunette, et de scs variations 
on pourra conclure le mouveinent de I'axe du miroir. 

Suppo.s(iDS encore qu'uti cerele de distances polaires ou zenitbales, 
^rossieremenl divise, est monte sur I'axe de rotation de la lunette. 

2. Ppenons pour axe ox la direction du laiseeau parallele qui fail 
son image k I'origine o des coordonnees; les constantes u, s du colli- 
mateur scronl nulles (premiere Parlle, n"!!). Soient, pour une dis- 
tance zenitbale $ de la lunelle, >,, |jl, v les cosinus des angles de Vaxe 
du miroir, ou de la normale du cMe polt, avec ox, oy, oz; a, j3. y; 
a', j3', 7' les quantites analogues pour le faisceau emergent du colli- 
mateur et pour le faisceau reflecbi; f^, s) le point du micrometre fixe 
repondant au faisceau emergent, et {y', z') I'image de ee point. 

Si Ton se reporte aux formules du n" 1 fpremiere Partie), on voit 
que. pour passer du cas de la refraction a celui de la reflexion, il faut 
faire /= i, m= a: ce qui donne 



{') Cette oonstante peui d'ailleura. |ioiir lout instrument d'optique, s'obleair par riivers 
procM^s trfes-prficis; nous la consiii^rerons done romma connue (voir Aytronomiir pfysfqiie 
lie Biot; Chapiire des ituiru.npnft ri'npHi/nr). 
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Les points (j» z), {y\ z'] n'etaot autre chose que les images (kssfaisceaax 
paralleles, definis respectivement par — a, — j3, — 7 et a', jS', y, on a, 
par les formules (18 j [premiere PartieJ, 



r=U 



n 



R 



^ = «y, 



L,.' 



y' = 



iroii 



-P', 

R*^' 



n 



z ~ — 



n 
R 



/; 



i(j4-r')= -g^, i(^^i') = _ 



n 
R 



V. 



(7-1- J''), (jB-hJz'j se mesurent au micrometre, et les formules (^) 
donnent jx et v pour les diverses valeurs de d. On prendra naturelle- 
ment dans le micrometre le point o pour le point [y^ z), et Ton aura 
^ = o, z ~ o dans les formules (^), qui deviendront 



a/ — 



/I 

R 



i*' = 



n 



3. Imaginons, par un point m du miroir, trois axes m^,, mji, mZ| 
de direction constante, paralleles a ox^ oy, oz, et trois autres axes 




rectangutaires m^, my}, m^, lies au miroir, m^ etant Taxe prolonge 
du miroir, et mi^ dirige dans le sens du tube de la lunette. Les varia- 
tions de Tangle 2,m^ seront suflisamment representees par celles de 9 
lues sur le cercle des distances zenithales. 

Appelons ^ et f les angles que fait, avec mxt et mS„ Tintersection 
des deux plans a?, 7, et ^yj; — X, — /x, — v; X', fi\ v'; X'', [i'\ v" etant 
les cosinus des angles de m|, /ny}, m^ avec les axes de direction con- 
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stante^ nous auroos, par les formules d'Euler, 

— X = cos<p cosvp — sin<p sinvp cosO, 

— ^ = cos<p sinvp •+■ sin<p cos^j; cosO, 

— V = sin (p sin 9; 

1' = — sincpcosvp — cos<psin^|;cos9, 
(3) / fA' = — sincpsinvp H- cos9COSvp COS0, 

y' = cos<psin9; 

>.'' = sini^ sin0, 

fA''= — COS 4* sin 0, 
v^ z=cosO. 

Gonnaissant d, jx, v, on connait f, <f , et par suite le mouvement des 
trois axes lies au miroir. 

4. Proposons-nous, par exemple, en vue de ee qui suit, de calculer 
les variations de Tinclinaison de m^ sur mx^ ou sur ox. 

On a, par la seconde des formules (3), en negligeant le troisifeme 
ordre relativement k 9, ^, qui sont de I'ordre de p., v, 

sinvp = vcoi9 — fx, 

et par suite 

>/= vcos9 — /txsin9. 

Gonnaissant X'' pour chaque valeur de Q, on formera sa valenr moyenne 
X^, et si Ton pose 



m • — "/n' 



on pourra regarder comme connue la quantite AX^, qui varie lorsque 
Ton passe de la distance zenithale d k la distance Q h- hQ. 

5. Remarques. — 1^ Considerons, dans le plan du micrometre du 

collimateur, le point p ayant pour coordonn^es — ^l^* "r^* ^® 
centre de gravite des points^ sera 

Supposons maintenant que Ton change un peu Torientation initiale 
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du miroir m, et que X, /x, v soient alors designes par X,, fXi, v, ; repre- 
sentoDs para, b, c les cosinus des angles du nouvel axe du miroir avee 
les anciens axes m^, /ny?, m^^ 6 et c etant par hypothese de petites 
quantites et a voisin de — i . 
On aura evidemment, a, b, c 6tant constants pour toute valeur de 0, 

2v, = — a2v -+- 62v' H- civ". 

Or, en negligeant les infiniment petits d'ordre superieur, 

done 

2]txi = 2|Lt -h 62 COS0 — d sin 0. 

Si les observations ont ete faites en divisant par parties egales la 
rotation complete de la lunette, 2cosd, 2 sin 9 seront nuli$, et Ton aura 

et, pour les memes raisons, 

2v, = 2v. 

Le centre de gravite des points p est done inddpendant des petites dif- 
ferences que pent presenter a Tinterieur du cube Torientation initiate 
du miroir dans deux etudes distinetes de la rotation de la lunette. 

2^ Remarquons encore que, si une droite liee invariablement aux 
axes/72^, mY}, mi^, est tres-voisine de m^, on aura, pour le cosinus a de 
Tangle de cette droite avec ox^ 

(4) a = a-f.X", 

en negligeant le second ordre, et en appelant a le cosinus de Tangle de 
cette droite avec m^; par suite on pourra prendre c^X" pour Ja, puisque 
a est constant. 

§ II. — Flexion de la Iwiette meridienne. 

Apres avoir ainsi rapport^ k des axes fixes ox^ oy^ oz les axes m£, 
^ri9 ^^« quelles que soient les inegalites des tourillons et les flexions 
de Taxe de rotation, dont Tetude a ^te jusqu'ici inutile, passons au 

Annales scieneifiques de I'EcoU Normah sup^rieure. Tome VH. 3o 
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systeme de lentilles portees par le tube de la lunette, et rapportons-le 
aux axes m^» mri^ m^, doot le mouvement dans Tespace est actuelle- 
ment connu. 

6. Flexion astronomique du tube delerminie a loutes les hauteurs. — 
La lunette ayant la distance zenithale d, supposons qu*un miroir plan 
soit viss6 a la suite de robjectif sur le meme barillet, et que de petites 
masses additionnelles, d*un poids total ^gat a celui du miroir, sym^tri- 
quement disposees sur la circonference du barillet, aient ete enlevees 
immediatement apr^s le vissage du miroir, en sorte que la flexion soit 
la meme dans les deux cas. 

Un point du micrometre eclaire par une lumiere incidente sur Tocu- 
Inire nadiral de la lunette donnera naissance k un faisceau parallele 
emergent de la lunette, se reflechissant sur le miroir et donnant Timage 
du point considere dans le plan meme du micrometre. 

Soient a, j3, 7; a', jS', 7'; X', |ul', v' les cosinus des angles avec les 
axes m^, mri, m^ de la direction du faisceau emergent, du faisceau 
reflechi, de Taxe du miroir; et 5o» >?o; §'o» ^'0 '^s coordonnees du point 
du micrometre et de son image. On aura, pour la distance zenithale 9, 
les constantes R, n, co, t? se rapportant a la lunette, 

d*ou, a cause des relations (1), 



«. + «. = -. g^u' + -j 



Si 6 varie de dO, on a, ea diflerentiant ces formules et eliminant $u, 
Sa au moyea des relations {22) [premiere Partie], 



i(r.-$.) = -2f^(«' + a«). 



(5) 
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Or 8{^'q — ^o)» ^(>?'o ~ ^o) se mesurent au micrometre de la lunette, 
au moyen de ses fils mobiles, en toute rigueur si ces fils rectangulaires 
sont paralleles aux axes m^, min, mais avee une approximation sulii- 
sante dans tous les cas, car ce parallelisme est toujours assez bien rempli 
pour la mesure de differences de coordonnees. 

Les formules (5) montrent que la recherche des flexions astrono- 
miques Ja, c^jS est ramenec a celle de Sk\ J/x', c*e8t-a-dire de la varia- 
tion d*inelinaison du miroir employe ou de tout autre peu incline sur 
lui et visse a la meme place. 

7. Deiermination de d\' et d[i'. .— Faisons tourner le miroir m de 
1 35 degres environ autourdemyj, remplaQons Tobjectifet son barillet 
par un miroir de meme poids m! et viss6 sur le tube a la meme place. 

Fig. 3. 




La flexion ne sera pas alter^e par cette substitution. 

Disposons, dans Touverture du tourillon T, un microscope muni 
d'un micrometre a son plan focal principal, et d'un oculaire nadiral 
sur lequel tombe un faisceau de lumi^re. 

Soient yj^, ?© l^s coordonn6es d'un point du micrometre du micro- 
scope; a, ]3, y; a', /3', y'; a", j3", /; a", |3*', y^ les cosinus des angles que 
font avec les axes mS, rmn^ m^ les directions du faisceau parallele sor- 

tant du microscope, se reflechissant sur le miroir m, le miroir m', le 

3o. 
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iniroir m, et renlrant dans le microscope pour y former Timage (>? o» ?o) 

du point (i9o»?o)- 

Soient encore X» /x, v; X', /x\ v' les cosinus relatifs aux directions des 
axes des miroirs m et m\ 

On aura 

«' = « 4- jX, 



et de meme 



avec 



li resulte de Ik 



a^^z a! 4- 5'X', «-'= a" 4- ^"i, 

/ = y' 4- ?'y', /* = / 4- ^f'^y, 

7 =— a(Xa 4- fjt(3 4- y/), 
5f' z=- 2(Va'4-fjt'P'4- y'/), 
g" = -.a(Xa''4-|txP"4-yy"). 

a*'=a4- j'X' 4-(j -^?'')X, 
(3-=(3 4-?y-h(?4-?^)|u, 

y*'= y 4- j'y' 4- ( J 4- ^')y, 

ou, en negligeant tes quantites du second ordre, 

I =—i-\-7iV'^(q-\-q")'k, 

P«^=: (3 4.2^'4-(?4-9^)|tX, 

y''= y — 2 4-(9 4-g")v; 

d'oii Ton tire, pour les variations qui auront lieu lorsque la lunette 
passera de la distance z^nithale d k la distance Q 4- $9, 

0= 2ax'4- X3(?4-?"), 

i^''z=z i^ 4- 2dfA' 4- )Li(q 4- 9''), 
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Eliminant entre ces relations ^{g -h q")^ il vient 

Si Ton admct que le miroir m ait son axe assez voisin de la bissee- 
trice des axes ^, ^ pour qu'on puisse sans erreur sensible remplacer 

- par I et - par o, on aura 

Cela pose, le point (v3o» ?o) et le point [yIq, ^ q) pouvant 6tre consideres 
conome les images provenant de/aisceaux paralleles dont les directions 
correspondent aux cosinus — a, — ^, — 7, et a*, /S*^, y'\ on aura 



'•=-r('-=) 



et 



'''. = - ^^'-^^ 



lorsque la lunette a la position definie par 0; o), sr, /i, R ayant leur 
sens habitue! applique au microscope T. Les deux premieres de ces 
quantites dependent de d, les deux autres sont conslantes. On conclut 
de la 

(7) 



238 SUR LA FLEXI05 

et, lorsque la distance zenithale devicnt d + dd, on a 

(8) I ^ ^ 

Les fils rectangulaires mobiles du micrometre 6tant suffisamment 
paralleles aux axes y}, ^, donneront les premiers membres des rela- 
tions (7). Si le touriilon T etait inflexible par rapport aii centre du 
cube ou aux axes ^, 19, ?, on voit que c^co, e^er, Sriof ^^o seraient nuls, 
et les relations (7) donneraient immediatement c^fx', 8V. 

Generalement, les flexions de Taxe de rotation seront du second 
ordre ou negligeables devant celles du tube; mais, sans admettre cette 

hypotbese, nous pouvons determiner (-^ 4- Jtqo)' (-^ -^ ^?o) de la 
manifere suivante. 

8. Determination de la flexion de Vaxe de rotation. — Tournons le 
miroir m de 180 degres autour de mri^ a partir de la position qu'il avait 
pour Tetude du mouvement de rotation dela lunette, ou mieux des axes 

Fig. 4. 




^, vi, ^, et ne changeons rien a la disposition du microscope du tou- 
riilon T. On aura, en conservant les notations precedenles, pour Timagc 
(vj'i, S*!) du point {riif^i) du micromfetre, les Equations (7), oil Ton rem- 
placera seulement jS'^, y" par j3', 7', savoir 






avec 
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de sorte que, lorsque la lunette prendra la position $+ SO, on aura, 
en remarquant que fx et v sont invariables, 

et, par suite, k cause de cNj, = c^ijo* ^?i = ^?o» 
(9) < ^ ^ 

Les premiers membres de (9] sont donnes par les mesures micro- 
noetriques faitesau microscope T; on les substituera aux seconds mem- 
bres, dans les Equations (8), sMls ne sont pas negligeables. Les valeurs 
de ^W d'/x' tiroes de (8) seront portees dans (5), qui fourniront c?a, c^jS 

§ III. — Observations astronomiques rapportees aiuv cuces 

fixes ox, oy^ oz. 

9. Ces quantites da, dj3 etant connues experimentalement pour un 
certain nombre de distances z^uitbales de la lunette et par interpola- 
tion pour les distances interm^diaires, il sera possible de ramener 
toutes les observations astronomiques ^ ce qu'elles seraient si le tube 
optique de la lunette ctait inflexible. 

Soient mf^i, 7724)7, les fils d'ascension droite et de declinaison du 

Fig. 5. 



\ 




micrometre du tube de la lunette. lis sont sensiblement paraljeles a 
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mB, mri. Soient a, jS les cosinus de rincliDaison sur ces derniers axes, 
du faisceau incident par^llele dont Timage se fait en mi, pour ta dis- 
tance zenithale de la lunette. Nommons axe optique de la lunette cette 
direction (a, ]3), variable avec 5. 

Tout faisceau incident parallele, qui, pour la meme valeur de$, aura 
son image au point p de coordonnees S,, vj,, fera, avec m^, mri, des 
angles dont les cosinus seront 

a ^„ p yj,, 

71 ^ ^ n 

W n. 

" etant Tinverse de la constante connue ir de la lunette. 

n R 

La valeur de variant de o a 36o, a et j3 eprouveront, en raison des 
flexions du tube, des variations da, djS que nous venons de mesurer. 

Soient oL^f Pm l^s valeurs moyennes actuellement inconnues de a et jS, 
et Aa,;,, Aj3,„ les diflerences a — oL^y P — /3«, variables avec 0. 

Aa;„, AP;„ resultent simplement de da, ()^/3, et peuvent etre regardees 
comme connues. On aura ainsi 

a = a«H- Aa«, 
(3 = (3,-t-Ap,. 

Si Ton connaissait a^n^ jS^t on aurait done a, j3, quel que soit d, et par 
suite la direction de Tastre, dont Timage est en /?, rapportee aux 
axes m. 

10. Mais ce n'est pas aux axes mobiles m qu'il s'agit de rapporter la 
direction des astres; c'est aux axes fixes ox, oj, oz du collimateur A, 
dont la situation a Tegard du meridien sera determinee ulterieurement. 
Occupons-nous d'abord de Vascension droite. 

Soit a le cosinus de Tinclinaison de Taxe optique sur ox; a variera 
avec pour deux raisons : la flexion du tube relative aux axes m et 
rinegalite d'inclinaison de ces axes sur ox lorsque la lunette tourne. 
Soit a,n la valeur moyenne de a, et 

^am se composera done de deux parties : uue premiere, due a la flexion 
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(lu tube et sensiblement egale a Aa^f puisque mB est peu incline sur 
ox: une seconde, due au mouvemenf des axesm el sensiblement egale 
a A^, determine n"" 4, puisque Taxe optique est peu incline sur mf . 
On a ainsi 

dLttm est done connu pour toule valeur de 0. II suffirait d'avoir a^, ou 
la collimation moyenne, pour avoir a, ou la coUimation correspondante 
a la distance zenithale 6. 

11. Mesure de la collimation moyenne. — Deux collimateurs sont 
disposes, Fun au nord, Tautre au sud de la lunette meridienne, et 
regies Tun sur I'autrc de telle sorle que leurs axes optiques coinci- 
dent. Soil cc^ leur direction commune. 

Supposons d*abord la lunt^tte dirigee sur le collimateur nord, et soit 
c, Timage de la croisee des fils de ce collimateur. L'angle coo de la 
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direction CtC et de Taxe optique m^m de la lunette est mesure au 
micrometre de cette derniere par /w,c,. Menons par le point de ren- 
contre I de ces deux directions o^x^ eipl respectivement parallele et 
perpendiculaire a ox, et aussi IM parallele a la meridienne. D^signons 
par ao la collimation horizontale nord, par A et a I'azimut des collima- 
teurs et de ox; nous avons, en tenant compte des signes qu'il est d'usage 
d'attribuer a ces quantites, 

A — a — Of = ot)«, 

d'ailleurs 

«• = ««-♦- A.a«; 

Annates scientifiques de I'^cole Normale superieure. Tome VU. ^^ 
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On Irouvera de meme, par un pointe sur le collimatear sutl. Ao"«.' 
lo etant devenus \,a„ el -u,, tandis que A, a rcslent invariatiles. 



( -o: «.= -i((„,- ,0,) - i(A.fl»+ A,«-). 

['I) A-« = f [w,+ f..,)-t-Hii.«~-'i-«■.)■ 

Les seconds iiiembros de (ro) el (n) elaiit donnes par I'observation, 
a„ el en onlre A — a sonl eonnus. 



1 2. Indinaison et azimut de I' a 



ous connaissons actuelle- 



ment I'lnuliaai.'^on Je I'axe optiquu sur ox pour une valeiir queleonque 
(le 5. Pour conclure du passage d'un astre au point p{t},.^,) I'epoque 

'. plus qu'a connaitre la 



de son 



passage au meridien, 



position de ox relativemenl au meridien, c'esl-a-dire soa i 
er son azimut. 

Indinaison. — L'axe ox n'esi autre ehose que I'axe optlque du col- 
liriialeur tixe A, au moyen duquel nous avons Ptudic la rotation ile la 
lunette. 

Imaginons un coltiniateur a, surmonlanl a pi'u do distance une base 
plus large et tres-allon^ee bb, aussi lourde que possible, pour des 
dimensions donnees, el piongeant d'une certainc quantite dans lo 
mercure du vase cc. Supposons que le fond de ee vase puisse lourner 
liliremenl sur lui-meme autour de I'axe e rlu pied d, ([ui sup^iorte tout 
I'appareil, instulle a poste fixe, eomme le collimateur A; soil v une vis 
de rappel pour regler celte rolation. Suppusuns, en outre, que, par un 
moyen queleonque, soil par un piston agissant sur le mercure, soil par 
un glissement vertical du pied d dans un etui muni de vis de pression. 
on puisse elever ou abaisser le collimateur a de lout le diaruelre du 
collimaleur A. 

Disposons un seennd eollimateur fixe A' synietrique de A par rap- 
port a la lunette. Cela pose, faisons les operations suivante.s : 

i" Les objeetif's de a et A etant en presence ei a en equilibre, le 
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croisement /7 du reticule de a, convenablement eclaire, fait son image 
en P dans le plan du reticule de A. On fera sur P, avec le fil horizonta 
mobile parall^le k oj, et le fil vertical mobile parall^le a oz, un nombre 



Fig. 6. 



Nw^ 



» X 



T=Jr 





ma*j 



suffisant de pointes dont on prendra la moyenne, pour chaque fil, que 
Ton fixera ensuite dans cette position moyenne. 

a^ On fera tourner le vase c autour de son axe, aussi lentement qu'on 
voudra, au moyen de la vis v, d'un angle de 180 degres, mesure sur 
une graduation adapt^e au pied d. 

3^Le collimateur A' ayant 6te mis prealablement dans le prolongement 
du collimateur A, Timage de p se fera en un point />' de A'. On fera 
sur j/ un nombre sufRsant de pointes avec le fil horizontal mobile 
parallble a oy'. 

4^ On abaissera le collimateur a, de maniere que Timage du point P 
vienne se faire librement en F, que Ton pointera le mem€ nombre de 
fois. 

La distance angulaire ?'p' mesuree au collimateur A'^st le double 
deTinclinaison deTaxeoptique, relatifau point P, du collimateur de A. 

La valeur du tour de vis de A et les pointes faits sur P permettent 
de passer de cette inclinaison a celle de Faxe optique relatif k o ou 
de ox. 

Ce qui precede suppose que les fils des collimateurs fixes parall^les 

^ <^y^ o'y' sont horizontaux. On s'assurera qu'il en est ainsi en don- 

5i. 



3i5'i SCR LA FF.EXIOM 

nanl au coHiiiiateur a, au moyea de la vis ii inoiivemeol lent v, deux 
positions successives telle?, que les images correspondantcs lie p soieot 
aux estremitcs du i-h;imp du cnlliniatrnr A ou A'. Si les pointes fails 
sur ces di'Ux iiiiagps nnl ineme mojennc, le fil oy ou o'y' est suffisani- 
nient horizontal; si Ton Iroiive une dilTerence entre les moyennes, on 
fera tourner le micrometre sur hii-meme jusqu'a ce qu'elle disparaisse. 
II y a meme la un procede precis pour mesurer I'inclimiison d'un Bl 
sur riiorizon par la dlfTerence des pointes correspondant aiix im»ges 
extremes de p. Je crnis qu'il pourrail s'appliquer aux fils de declinaison 
de la lunette meridienne, el remplacer avee avantage la comparaison 
des pointes sur une meme eloile » sou entree et a »& sortie du cliamp. 

On disposera inleriearement auvase cc, et perpondiculairement a ses 
grandes faces, de petites pointes i, t, ires-deliees et do nieme longueur, 
qui eleindronl imiuedialement les faibles oaeiilations de la base bb du 
cuUiniateur a, apres une rotation du vase. 11 est evident d'ailleurs que 
les petites variations d'azimul qui pourront se produire dans la posi- 
tion de a, d'un nivellenicnt a I'autre, sonl sans inlluence sur la mesure 
de I'iaelinaison. 

Comme verifjL-ation, on remarquera que I'image de oy dans A' doit 
etre parallele & o'y'. 

Azimul. — La determination de razimut a n'olTre rien de particulier 
dans cetle theorie; elle se fera, t:oinme a I'ordinaire, par les passages 
d'etoilcs circompolaires, 11 faudra seuleinent avoir le soin essentiel de 
remplacer partout, dans les furmules usuelles, la collimati^n par 
a,„ +- ^a,„, iia,„ se rapporlaut a la distance zenilliale de I'etoile obser- 
VL-e : (/ tonnu, (i i} donnera A. 

13. Flexion en distance polaire. — Poor tenir couipte de I'ell'et Je ta 
llexion du In lie de la lunette sur les distances po la ires, il faudra corriger 
les observations de la quantite tff3„, que nous avons delerminee prece- 
demment pour toutcs les dislance> zenitbales. Les nexion.s de I'axe de 
rotation n'ont pas d'influenre sensible. Quant aux llexions du r^ercle 
divise sur k-quel se lisent les distances polaires, nous n'avons pas a 
nous en iiccuper ici. 



\\. Terminons cette etude en rennirqnant que, si la lunette se I'e- 
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tourne, on peuU pour chaque position, effecluer les operations que 
nous avons indiquees. La comparaison des resuitats obtenus fournira 
des verifications utiles, qu'il ne faudra jamais negliger, et dont on 
pourrait encore augnienter le nombre, en inslallanl un second collima- 
leur mobile a', symetrique de a par rapport a la lunette. Comme veri- 
fication qui n'exige pas le relournement de la lunette, cilons celle-ci : 
Les deux microscopes collimateurs etant disposes dans leurs tourillons 
respectifs, Timage du reticule de Tun se fait dans le plan du reticule 
de Taulre. Si Ton fait lourner la lunette, Tobservalion de cette image 
donne la flexion du premier tourillon rapportee au second. Cette flexion 
doit etre la somme des flexions individuelles de chaque tourillon ob- 
tenues comme nous I'avons dit, et consequemment le double de chacune 
d'elles dans le cas oil elles seraient egales. 

Les methodes exposees ne supposent que Temploi du miroir plan et 
de I'oculaire nadiral. Un icl oculaire est d'un emploi universel, el son 
mode d'eclairage, variable avec les circonstances d'installation, ne 
presentera jamais de difficulte qui ne puisse etre vaincue facilement. 
Quant au miroir plan, sa perfection est assez rare; mais elle n'est pas 
sans exemple, quoique les physiciens, si Ton en excepte Foucault, et 
les constructeurs, s'en soient assez pen occupes (*). 

Nous regreltons de ne pouvoir faire suivre notre tbeorie d'une appli- 
cation numerique, pour laquelle nous manquons absolument de tout 
le materiel necessaire. Aussi, dans nos formules, avons-nous cru inutile 
d'exprimer en angle les eoordonnees micromelriques de certains points 
images, au moyen du nombre des tours de la vis employee et de la 
valeur d'un tour. 



(•) Nous apprenons que M. Martin esp6ro aujourd'hui pouvoir construire de bons rairoirs 
plans, ayaiU jusqu'^ 80 centimetres de diam^tre. 
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On doit a M. Hermite la d^couverte de deux series de polyndmes a 
deux variables U,n,n et Ym^nf qui jouissent de la propriete suivante : 
c Quelles que soient les valeurs entieres et positives de m, n, m', n', et 
pourvu que m elnne soient pas en meme temps egaux a m' et n', on a 

les variables etant limitees dans Fintegration par la condition 

Ce systeme de series associees n'est pas unique, et, dans ce travail, 
on trouvera la preuve de Texistence d'une infinite de syst^mes ana- 
loguest et une manifere d'en former autant qu*on en voudra. Parmi 
tous ces systemes, il en est un qui se distingue des autres par cette cir- 
constance, que les deux series qui le constituent sont identiques. En 
reality, il y a un second systeme semblahle, mais qui n'est pas, a pro- 
prement parler, distinct du premier. Ainsi, dans ce cas, en designant 
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Telement general de chacune des deux series, actuellement les memes, 
par P^,;,, on aura 

// P-w* Pm',-' dx djr = o, 

oil Ton suppose que (m — w')^-+- [n — n'Y n'est pas nul. Oes fonc- 

tions Vm,n preseiitent la plus grande analogie avec les fonctionsX^ de 

Legendre, et, en parliculier, elles permettenl de realiser un certain 

mode d'dpproxijn^tion des fonctions quelconques de deux variables, 

au moyen de pol^^ndmes entiers, par rapporl ^ ces nfifimeg variables. 

Plus generalement, j'indique une serie de polynomes P^ ;, satisfaisant 

a la conditioo 

JfV^,^Vn^,^f(Xyjr)dxdr=zQ, 

quand Ton n'a pas en nieme temps m = m!, n — n', L'integration 
pourra elre faile ici dans Tinterieur d'un contour quelconque. Les 

rapports de ces dernieres fonctions avec Tintegrale / / .'^\j .. — _ ;. 

donnent, a un certain point de vue, une generalisation de la theorie 

de Tintcgrale / __ ^ ' Knfin j'ajouterai que Texlension des resul- 

tats precedents, au cas d*un nombre quelconque de variables, se fait 
avec la plus grande facility. 

I. 
La fonction 

It m.n — Km. n < . _ > _ ? 

(^»_,pT ^r" dx^ 



n^n "(■,11 



dans laquelle A„i ;, designe une constante, est un polynome du degre 
m + /}, dans lequel Texposant de x ne surpasse pas m. Si Ton se pro- 
pose le calcul de Tintegrale 

ffP^.nP^.^dxdx 

prise dans Tinterieur du cercle a?^-4- j^ ~ i, on est d'abord conduit a 
chercher la valeur de 



ClX» 






dx^ dx*^ 
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Cette expression, par le changemeot de variables x=^)Ji—y^z, 
devient 

ou bien 

Xm d^signant ici la fonction de Legendre; et, par consequent, nulle, 
si m et w! sont differents, elle est egale, dans le cas de rri r=^m^^ 

Ainsi done, quand on a m^m\ Tintegrale JJ^m^n^nf^r^dx^y est 
Dulle, et si m = m\ 

ffP»,.?^,^dxdx=——— — *•«.,*•-.,.• (-ip» 

* ffi f I 









Supposons que n et n' soient diffi^r^Dts, et, par exemple, que n' soit 
plus petit que n. L'integrale d^finie du second membre de I'^galit^ 
pr^c^dente, pouvant s'ecrire 

est manifestenoent nulle; si au contraire n' = n. sa valeur est repre- 
sentee par 

(— i)*n!(2m-4-n-+-2)(2m-f-in-3).. .(2m-han-|-i) / (/' — O"***^* ^/ 

, ^art. ' , 1.3.5. ..(am-f-an-f- 1) - .. ox / . . \ 

= (— ir*»7rnl — 7-7? — ( (2m-4-n-4-2 (2m-|-n-h3)...(2m-+-a/i-f-i). 

2.4.o...(2m-4-2n-h2) 

Ainsi Ton a 

ffVm,n ^^.^dxdy = o, 

4nntUet $cientifique$ de I'JCcoU Normale supSrieure, Tome Vll. ^2 
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quand m et n ne sont pas .^imultanement egaux a w! et /i% et 

= ^^^2»-mlm!wl — ^-p; — \ -^^ ((2m-f-w-l-2)...(2/n-f-2w-hi), 

2m-i-i 2.4.6...(2m-h2W-h2)^ 

Si Ton fait 

T 



m I /1 1 2 

il vient finalement 

(i)\ 27r (2m-f-w-h2)(2/n-hw-+-3)...(2m-+-2n-|-i) i.3.5...(2m-h2w-+-i) 

\ 2m-hl /ll2*""*-'» 2.4.6...(2m-4-2/H-2) 

Cherchons maintenant la fonction generatrice de ces polyDomes Pm,ii» 
c'est-k-dire 

2 S«"*"P"-- 



Utao ff=o 



En supposanl d'abord m coDstant» on est conduit a faife la somme 



!• = -♦- 



V fr* ' rf"(j»— I)' 

^ /I I 2" dy^ 



#1 = 



Elle s'effeclue imm^diatement avec le secours de la formule de La- 
grange 

V t ^y \J I ,,2 dy iil2* dy 

qui se rapporte a la racine z de T^quation 
se reduisant k 7, pour 6 = 0. Si Ton fait 
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OD obtient, pour la somme cherchee, 



et il ne reste plus, en dernier lieu, qu'a calculer Texpression 



m=-+-» 




— 6/ — y I — 2 6/* -4- 6 



6> 






que Ton devra multiplier par 



pour avoir la function generalrice demandee. On fera celte dernifere 

summation en employant encore la formule de Lagrange, dans laquelle 

on remplacera y par x, /{z} par z^-^-y^— 1, ¥'{z) par 1, ef 6 par 

I — bjr — J , 2 6r -h 6* 

a ^,. ,_ >"^ En operant ainsi et reduisant, on trouve, pour 

la function g^neratrice des polyndmes ?,„,„, 

_^ j^ 

(I — 2 6r -+- 6M Ml — a^ — by^ ^ ^ ^ ^ I 

La generalisalion des resultats precedents, pour le cas d'un nombre 
quelconque de variables, ne comporle pas la moindre difficulte. Je me 
contenterai de donner la forme du terme general Pm,n,p de la serie de 
polynomes a trois variables satisfaisant a la condition 

avec x^ -h y^-h z'^^i^ el h Texception du cas m = m\ n = n\ p =/>'. 
Otf a 

— K I dP { z^ ^ xY^-^'^P-*-' 

rm,m,p— ^m.n.p (^a_ jj»+,+7 ^^Z* 



X 



t 



Km,n,p etant une constanle. 



AH- i- dy^'* dz'* 
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Considerons ia suite Po,m+„, P, ,„+„-). Ps,m+n-i.- - ■ t ^m. »•■■■• P/n+«,o 
dea polynoines P, dans lesqueU la somme des indices est coiistaote et 
egale r m + n. La premiere fonclion de cette suite ne conlient qu'iin 
termedu deyre m-t-/i, qui est en j""**; la troisieme conlient un terme 
semblable, et de plus un seul autre terme du degre m-hn. s s;ivoir : 
un terme en a^'y'"*'^'; la einquierae fonction contieiit deux tcrmes 
analogues aux precedents, et, en outre, un terme en a^'^v"*""*. de 
degre m-^ n, et ainsi de suite; de menie, la seconde, la quatrieme, la 
sixieme,... fonction de la suite renfermenl respeclivoment, si i'on se 
borne a la parlie de ces ronclions qui est du degr^ m + n: ou bien un 
seul lerme en xy""-^""' , ou bien deux termes en xy"'*"~' el x*y"*"~*, 
ou bien Irois U'rmes en a;/"'^""', ^r'y"*"^""' el x^y""^"*, etc. On con- 
clul de la qu'un terme en a^y*' pourra toujuuis s'exprimer par une 
Ibnclion lineaire des polynoines P„,„, dont In somme des indices m, n 
est egale a /i + k, augmentee d'un polynome enller de degre inl'ericur 
■i h -i- k. La parlie de ce polynome du degre le plus eleve pourra de 
meme elre representee par une fonclion lineaire des polynomes P, dans 
lesquels la somme des indices est egale a ce degre, augmenlee d'un 
polynome de degre inlerieur, et ainsi de suite; desorle que, finalement, 
on concDit la possibitile d'exprimer un lerme en x^y'', par le moycn 
d'uiie fonction lineuire des polynomes ?„.„, pour le?quels on a 

m + n^/i + k. 

De la resulte qu'une function quetconque /(x, j) dr deux vaiiables, 
si elle esl developpable en serie ordonnee suivanl les puissances en- 
til'res el posilives de x et de j, pourra elre mise sous hi forme d'une 
fonction lineaire des polynomis P, el I'on aura 



/1-r 



-iA.,„p„,., 



A,„ „ etanl une con-stante, ilonl la delerminatioii se feni en mullipliant 
les deux membres de I'egalite par P„„dxdy, et en inlegrani ensuite 
les resiilials dans I'interieur du cercle a:' -t- v' = i . Alorson obi lend ra. 



A TIK NOHBRR QUBLCOnQOE DR VARIABLES. 

d'aprfes les proprieles conteoues dans le paragrapiie pret'edent, 
c'est-a-flire, en s'appiiyant sur la forjiiule (i). 



'-4-6...(a 



.3.5. .(2 



m + an + i) 
ffflx.x)K,.d:^'/y. 



Nous aliens titer du resultat precedent une cousequenee importante. 

Si Ton cherclu', partni tons les polynomes fix) de degrc jx, celiii 
qui, entrc les limites — i et + > de la variable, s'approche le plus 
d'une fonrtion donnee /(a:); en d'autres lermes. celui qui rend mi- 

nimunt I'inteftrale / [/{^) — i?(cc)]*da;, on trouve, comme on te 

sail, que ce polynome est represcnle par la portion du developpemenl 
dey(x), suivant les fonctions X„ de Legcndre, qui s'arrete au teriiie 
en X^ inclusivemenl. 

Rien n'esl maJntenant plus farile que de traiter la question analogue 
relalive a un nombre quelconque de variables, cVsl-a-dire que de 

trouver le polynome y far, v, s u), du degrep, qui rend minimum 

I'inlcgrale ///--• [/fa;, v, z,..., u) — fi(x,y, z u)\''dccdydz..,du, 

dans laqtielle les vitriiibles sont limitees par la relation 




Me bornant au cas de deux variables, je puis, en efl'et, supposer, dans 
la rei-bercbe du minimum de I'inlcgrale 

que le polynome f{x,y) de degre ^ est mis sous la forme 2;B„,„P„,„, 
m-t- n ne devant pas surpasser f*, el il s'agil de Irouver les cdetlicicnts 
constanis B,„ „. En egalanl a zero la derivee de I'inlegiale par rapport 
a B„ „, on olilient 

c'est-a-dite 
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el, par consequent, en comparant I'egalite precedente ii ia formule fa). 
Bm,u^A„,n; d'oii I'on voit que le polytiomc f(x,y] clierclie est la 
poilion (lu d^veloppement de la fonclion /(.t. _y) suivanl les poly- 
nomes P, que Ton oblient en negligeant tons les lermes en ?„,„, dans 
lesquels m-t- n est auperieur a JJ.. 

lei je ferai quelques reraarques. On pent poser 

P„., = SC*.,U*,*, 

h -i-k lie surpassanl pas m -+- n, C^,* elant une constante el U^.a I'une 
des t'onrtions de M. Hcrmile. On en deduU 



//^,.-V,,,rfa:rfr=C»..//U,,,V*,.rfj:rfr. 

uu V designe l» fVincliuii associee de U. Done C*.* = o, si A -f- ^ est 
inferieur ii m-h n. 

Ainsi P„.„ s'expriine par une Conction lineaire des polynomes U*,*. 
dans lesqueU la somnie des indices k + k est egale a m -i- n, de sorlv 
que la function entiere precf-denle f(x,y) s'oblieadra egalement bien 
par le developpement (\e.f{x,y) suivanl les polynomes U, en negli- 
geant toujours les lermes en U,„,,„ dans lesquels m -t- n est superieur 
a fJi. Mais il y a quelque chose de particulier aux fouclions P, qui 
n'existe plus h I'egard des fonctioos U. 

Modifions, en eiTet, I'enonce de la queslion ptecedenlc en cherchant, 
parmi lous les polynouies ^ {x,y) de degre fi, dans lesquels les lermes 
de degpe fi ne coniiennenl pas de puissances de x, ayanl des exposants 
supcpieurs a m. celui qui s'approciie le plus d'une fonclion dnnnee 
quelconque/(a;, yj dans I'inlerieur du cercle x'^ + y- = i. Nous Irou- 
verons evidemmenl le polynome f{x,y) clierclie, dans la portion du 
developpement AG/[x.y), suivaiit les fonelions P, que Ton obtient en 
prenant les termes en ?„,„, qui coriespondenl aux valeurs de m + n 
inferieures a y., et. de plus, parnii ceux pour lesquels m + n =ft, les 
seuls termes en Vg„,^„, P|,,„4.„_|,.... P„,„. 

Si, au lieu de limiter ainsi la porlinn de degre ;j.du polynome y(a-,_yj, 
on I'astieignait a ne pas conlenir de puissances de^ superieures a m, 
la solution serail alors donnee au mnyen d'une nouvelle serie de fone- 
lions P^ „, se deduisaol de l;i serie des foiulious Pb,,„. par la permu- 
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tation de x et de^, de sorte que Ton aurait 



'"'""" ml /1 1 2*-+* , ,_ vm4.i dx^ dp" 

Mais cette nouvelle serie, qui satisfail aussi a la relation 

ffK,nK,n'dxdr=.o, 

quand {m — m')' -+- (/i — /i')* n*est pas nul, ne peut pas elre regardee 
comme reellement distincte de la premiere. 

La consideration des polynomes Pm,n permet de relrouver les fonc- 
tions U et y de M. Hermite ainsi qu'il suit. 

Definissons une serie de polynomes V^,,, de manifere que chacun 
d*eux soit une fonction lineaire quelconque des fonctions P^.i^ pour 
lesquelles la somme des indices h-h k :=:. m-hn. Nous aurons alors, 
tons les a etant arbitraires, 

'^o,m-*-ll ^^ Off, • * •, Jll-Hl ~^~ ^•t I ■ l,«l-Hi-« H~ • • • "^" ^0, <iH-#i "«i-Hi# 0> 

Une fonction U^„ de la forme 

sera completement determinee, a un facteur constant pr^s, par les 
conditions 

Les deux series de fonctions U^,„ et V^^^ constiiueroni evidemment 
un systeme completement analogue an systeme des deux series de poly- 
n6mes U et V de M. Hermite, en ce sens que Ton aura 

quand {m — m')^ -h (/i — n'J^ ne sera pas nul. 
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Voila done un moyeii de foimer une Intinite de systemes de fonc- 
tions associecs; pour retrouver, par la meLliode precedente. le systetne 
deM.Hermile,il sufiira de prendie Ics « de maniere que la fonclioa V^,. 
contienne le seul terme, en cr'"y'', de degre/n + n. Les fonclionsV et V 
se confondenl alors, ainsi que les fonclions U' el U. L'expression des 
fonctionsU el V au moyen des polynomes P est inleressaule, ainsi que 
l'expression reciproque au moyen des polynomes V de Pm,„. C'est ce 
dernier resultal qui m'a conduit a mettre P„„ sous la forme donnee 
anterieuremenl. Mais, pour abreger, je n'indiquerai pas ces diverses 
expressions. 

III. 



Ce paragraphe sera consacre a I'elude d'un sysleme d'equations aux 
derivees partielles du second ordre, auquel satisfait le polynome Pm,„, 
et qui le earacterise, si i'on se borne aux solutions du sysleme qui soDt 
des fonctions entieres. 

Soil, pour un instani, u = {x* -h y^ — i}'" ; on en conclut 



du 



= 2m:t(;r'- 



et, par suite, en difTerentiant i 



^r-')T, 



I fois par rapporl a x. 



^dr^' 



Si done i'on se reporte maintenant a la forme analylique du poly- 
nome Pm,rt, que je represenlerai simpleinent par P, on reconnait que ce 
polynume satisfait a I'equation aux derivees partielles 



(3) 



.)P = 



Ensuite, romme P„ „ est une fonction lineaire des polynomes V**, 
pour lesquels la somme h-h i des indices esl egale a m + n, i1 est clair 
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que I'on a 






^ rfP rfP 

— Sjtt ^^77 — H(m4-/i)(m-f-w-f-2)P = o, 

equation qui convient, eomme je l*ai fait voir autrefois, a tous ces 
polynomes V^^a- Mais, desirant faire I'etude de la fonction P, iudepen- 
damment de celle des fonctious V, je vais trouver directemeut cette 
dernifere Equation. Ed posant 



on a, par la suppression d'un facteur constant, P = QR, et Ton voit 
que I'expression 






d'P 



, „ dx' -^ dxdx 

— 3x-^ ^X'Jl — ^ (m-f-/i)(m-f-w-f-2)P 

est egale a 

— 3j:^ ^y 7i — l-('w-h/i)(m4-/i-|-2)R 



-f- 



pTa ,^^'Q :t ^QT ^Qf/ n^R ^^1 



En operant comme je Tai fait dans le tome V des Annates scientijiques 
de VEcole Normale superieure, on arrive au resultat suivant, qui d'ail- 
leurs s'y trouve indique : 

D'un autre cote, posons 

dx^ 

Annales scientifiques de VEcole Normale superieure. Tome VII. 33 
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nous obtiendrons 

dW dW dW 

X -T h r-7 — V z --V- = mR', 

ax '^ dy dz 

puisque R' est une fonclion homogene de x,y^ z. iMais 

dW (/"(j:'-+-r='— 3')""' z dW 

dz dx^ y dy 

Done 

rfR' ,rfR' ,rfR' ^, 

^ dx ^ dy dy ' 



et, si Ton fait z = i, 



dV. , , .rfR „ 



Par consequent, Texpression (5) se r^duit a 

(le telle fagon que Tequation (4) sera etablie si Ton fait voir que ia 
ronction Q satisfait a Tequation diflerentielle lineaire du second ordre 

(6) (I - j^^^)^-^^ - {2 m -\- S)y ^ -^ n{2 m -h n -^ 2){J = o. 

C'est ce que I'on reconnait facilement de la maniere suivanle. Soil 
t'— (y^ ~ ^.m^n-^- Q^ ^^ conclut 



el, par suite, 

(r — 0^. = (2m 4- 2^-4- I) JC'. 

DifTerenliant ensuite n-\- i fois par rapport a j, on oJ)lienl 

d^^^v , d'^-^^v d"v 

el il sufTit de remplacer dans cette formule j^ par (y^ — i)'"^'Q, pour 
trouver Tequation (6). 
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Le systeme des equations (3) et (4)» auquel satisfait le polynoine P,„.,„ 
pcrmel d'otablir sans difficulte la proposition exprimee par regalit*'* 
suivante 

On a, en effet, 

Multiplions la premiere de ces equations par P^ytbcdy, la secondo 
par P„^„dxdy, retranchons et integrons les deux membres de I'equa- 
tion resullanle entre les limites x'+y* = i, nous obtiendrons 



JT[{i-«'-r)(p^.. 



rf'P.^. _ p d'P^,y 



dx' "•" dx' 

= [m'(m'+ i) - m(m -f- 1)] //P«„P.',^rfx£fy-. 



Le premier membre est egal a 



// 



— ^ J <-=^ ax ay, 

ax 



et, en faisant Tinlegration par rapport a x, on obtient zero comme 
resultat; done, si m et m! sont differents, 

// P„. „ P«/.n' dx dy = o. 

Si Ton veut completer la demonstration de Tegalite precedenle pour 
tous les cas oil elle a lieu, il sufiira des lors de Ketablir pour Thypolhese 
i)ix m-{- n serait different de m'-h n\ et e'est ce que j'ai fait, dans le 
tome V des Annates de VEcole Normaie, au moyen de I'equation (4). 

J*arrive maintenant k la recherche de la solution generate du systenie 
des Equations (3) et (4)* Cette solution contient evidemment quatre 
constantes arbitraires, et on pourra Tobtenir en prenant la dorivee 

33. 
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d'ordre m, relative h cc, de la solution du systeme 

,^rf'S , , rfS o 



dx^ ^ dy^ *^ dxdy 

Ja JO 

4- (am — 3):c^ -h (am — 3 )j^ J- -4- (am -4- n)(n-h 2)8 = o, 

qui est tel, qu'en posant -^ = Q, Q satisfait aux equations (3) et (4), 

comme on s'en assure immediatement. 

Si Ton fait S = (o^^H-^* — i)*"!, le systeme (7) sc transforme dans 
le suivant : 

(I - ^'-7') — - 2(m + i)x-^ = o, 

— (2m 4^ 3}j: -t (am -4- 3)j^-i — ^ n(am -f- n -h a)T = o, 

qui so resout facilement de la maniere suivante. 
La premiere Equation de ce systeme donne 



T=,(r)H-+{r)X'(.-/V)^ 



et, en substituant cette valeur deT dans la seconde equation, on obtient 
comme resultat, apr^s des reductions aisees, 



{ 



>— r ) T-T — (2'w-h3)r 37^4- w(2m-+-AH-a)9 -f- I -— —- 

[rf'J; ddf 1 

(« — r') ^ -^ (^'w - Or ^ -^ (1 + (^'w -+- n -4- 1)^ J = o, 

relation qui se dedouble evidemment dans les deux suivantes : 

( (' - r') ^ - (a'w H- 3)r ^ H- '» (am 4- nn- a) cp = o, 
(»-r')7;^-+-(a'w-')r^--^('H-0(2m-f-n-hi)v|. = o. 
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Mais la derniere tie ces deux equations se deduit de la precedente par 

la substitution dans celle-ci de (i —y^) ""^vj; a la place de y, de sortt* 
qu'il sufiit maintenant de resoudre I'equation (9). 

Pour y arriver, j'observe que, si./ salisfait a la relation 

(10) (l —x^) -^ -^ (^'W "^ ^'* "" ^^-^^ "^ ^^'^ 4- 2/1 -f- i)x = o, 

et que Ton pose ^ = +» ^ salisfera a Tequation (9). 
Des lors, tout revient finalement a resoudre cette equation (10). On 

reconnait qu'elle a pour solution y^= (i — j*)'""*"""*'^; on en deduira, 
par Tune quelconque des methodes connues, son int^grale generale, 
qui est 

C et D etant deux constantes arbitraires. En resume, la solution du 
systeme des equations (3) et (4) est la suivante : 






lo-vv dx" 



X I A — ^-^ — F-r 1- B 



»...L c;»[^(^._,)— hog}-^:] 



dy* dy^ 



,.|^,..^^,i,).^-_^__j 



dx' 



[ dy'^ dy" ] ' 

A, B, C, D designant quatre constantes arbitraires. 

Le coefficient seul de A etant une fonction entiere de x et de j, P,,, „ 
est bien, comme nous Tavions annonce, le seul polynome solution du 
systeme des equations (3) et (/|). 
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IV. 

On pcut niettre aiscment la fonction P^.n sous la forme d'un prodiiil 
f^loganl (Ic deux inlegiales definies simples. La formule de Laplace 

I f/- (.r» - 1 1-" I f^, /— — s„. 

ml 2" ax'" T, J^^ ' ^ 

(loniio d'abord 









Soil maintenant 

3 



m-f-«-t-- 



(r'->J 



xW-H^ rf>' 



II est clair que Ton peut poser 

oil Ton suppose que A^ est une constante, el que /i — A est un nomhre 
pair, positif ct entier. On a 

y 



Q= v=--, '2Aa 



- t 



v'r'-' 



et anssi 

n 

si les variables x et y sont liees ensemble par la relalion ~^~r-~ =^ x\ 

En faisant le meme changement de variables dans I'equation (6), a 
laquelle salisfait le polynome Q, on obtient 

[x"^ — i)' -T— ^ — 7.nix[x'^ — \ ) -7— — n(7,m -h /i -f- 2 ) Q - o. 



dx^ dx 



n 



Si aciuellement on pose, dans cellc equation, Q= (o:^— r) 'H, elle 
devient 

(^ - i) --j—^ — 7.[m ~\- n)x -j— ^- /i(2m 4- /I -f i)H = 0, 
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el cette nouvelle equation, qui admet pour solution le polynome t\v 
(legre n, lA/,x^, permeltra de le determiner facilement, a uii finipur 
constant pies. On trouve 

'^"-'"-2(2m;-3) "' *'-'~ 4(2m+"5) ""■"■■■• 

. __(/!— 2^ -4- 2)(/i-- a/r -f- l) 
7/1 (urn 4- 2 A -4- 1 ) 

<l'()u Ton tire 

/i(/i — i) (n — 2) . .(/I — ?.A- -f- 1) 

2.4 6 . . . 2 /r ( 2 /n -h 3 ) ( 2 /?! H- 5 j . . . ( 2 /;? -h 2 /» -h I ) * "* 

Je groupe les facteurs de A,^_2a de la maniere suivanle : 
nl 1.3.5. ..(2/1 — i) 

""'*"" (Ta~)T(^"-'2T)'] (27w"4^3j|2/?r4~5yr.'.'(2m -4- 2/. -i 1) "' 

el j'observe que 

1 .3.5. . .(afr — i) I r^ . . , i , J . 



(v.m -r-3)(2/n-f-5)...(2m-+-2/- 



= I sill-* 

-4-1) r^ / 



i Sin'^^'Cp'^/9 

*/ O 



A 

Si done Ton pose -; " = C, et si Ton renianpie «|ue 

/ sin*--^' 9'c/'9 

Jo 

I sin*"*^* 9' cos'^y'rf^' est nul quand h est impair, on reconniiilra 
Texaetitude de la formule 






A=/i 






qui pent eire ecrite 



— C / sin'-+'9' (^•-~ cos(pVr'-^ ' J"^r'- 
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Pour (lelcrminer la constante C, on egalera les coefficients des termes 
en y" des deux membres, ce qui donnera 

(2/n-f-/2-4-2)(2m-f-n-f-3).. .(2m -4- 2n -f-i) 



sin*"-*-'<p'(i — cos<p')"rf(p' 



= C.2 





ml 



3«-Hl+l 






(m-f-nH-i)(m-hw-f-2)...(2m-hn-f-i) 

Ainsi, finalement, 

p I (2m -t- 2W-f- l)! I 

'"•""" 2^-+^+' lnUi\{m-hn)l tt 

fit pit 

(^ — cosc)v^a:'-f-/' — ifrfcp / sin»-+'(p'(/— C0S9Vr' — 0"^?'' 

et cette forme analytique rappelie la forme donnee par Laplace a la 
fonction X„ de Legendre. Du resle, cetle dernifere fonction presente 
avec les polynomes P,„,„ de nombreuses analogies. En particulier, jc 
citerai Tegalite 

(11) //Pm,«^^j*rf^rfr = o, 

qui resuite des propriet^s des fonctions P, et qui convient a loutes les 
valeurs cnlieres et positives de A et de ^ dont la somme est inferieure 
a m -+- w, et aussi, quand cette somme est egale a m -+- /i, aux valeurs 
de h inferieures k m. Le sy^steme des equations precedentes caracterise, 
a un faeteur constant pres, Ic poiynome Pm.nf si Ton admet que ce poly- 
nome est du degre m + n, et que, dans les termes du plus haut degre 
m-h n, I'exposant de x ne pent pas surpasser m. 
Soit 

* «i, ft ^^ y Ar, t ^y • 



r,* 



L'equation (1 1) donne 

r,s 

ou bien 

(12) \ ArwSr+A,,+4=0, 



r,s 
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si Ton pose, en general, 

On admet toujours que les limites de Tintegration sont donnees par la 
condition s^ -f- z'^ ^ i . 

La relation {12) montre que, dans le produit de V^^n p^r 1^ ^^^^^ 

S,.« So,i S,,, Sp,q 



qui est egale k 



n^ 



dzdz' 



^)(r-^') 



ou bien a 



2 7: arc tang 



x^y^ — * -hy\x^^-—i 



le terme en ^^^, ^, n'existe pas; et ceci aura lieu pour toutes les 

x*^ y 

valeurs de A et de^ indiqu^es plus haut. L'analogie de ce qui pre- 
cede avec ce qui a lieu pour la fonction X;,, relativement au produit 

X„ / — — = X„ log ^ — ^9 est evidente. 

"J, X — Z ^ X — \ 



V. 



Cette propriety du polynome V^.n ni'a donn6 I'idee d'etendre, a un 
certain point de vue, aux fonctions de plusieurs variables, la theorie 

Jr* f(z)dz 
s^-^—^ — Pour abreger, je consid^rerai seulement le 
a 

cas de deux variables. Soit Tintegrale 



j^ rr f{z,z')dzdz' 



^)(r — 2')' 



oil les variables 2, z' sont limitees par une condition quelconque inde- 
pendante de x et dey, que je ne specifierai pas, mais qui restera la 

jinnaUs scientifiquts de I'Ecole Normale supirieure. Tome VH. 34 
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meme dans toutes les integrates suivantes. On a 



I 



= 11 

fR=A II — O 



!/»,, 



xp^^yt^^ 



en posant 



Tp.,=SSf{z,z')zPz'idzdz'. 



Cela etant, on pent definir une serie de polynomes Q^,;, de la maniere 
suivante. Le polynome Q;;,,;, sera du degre m -h /i, et les termes de 
degre m -h /i ne contiendront pas de puissances de x superieures a a:^; 

de plus, le produit IQm,/i ne renfermera pas de termes en ^^,^, '> 

A et A devant prendre toutes les valeurs entiferes et positives dont la 
somme est inferieure a m-h/i; ou bien, dans le cas de A-4-* egal a 
w -h /I, A devant rester plus petit que m. Soit 



Qa,.n=^^r.,X'r'. 



r,s 



On exprimera que, dans le produit IQm,«» le terme en ^^^, ^^, n'existe 
pas, par la relation 

\ Br,,Tr+A,*+*= O, 



r.S 



ou bien 



SSf[^yr)^K>^^''r^dxdr=^o, 



r.s 



ou enfin 



SSf{^^r)^m,n0C^fdxdx = O, 



Cette relation montre immediatement que Tintegrale 

SS f(^fr)^'^»n(i^.ffdxdx 

est nulle, si Ton n'a pas en meme temps m = m\ n = n\ 

Dans le developpement du produit lQm,nf on trouve non-seulement 

des termes en ^^^, ^, contenant k la fois a: et>^ en denominateur, mais 



• -'*. 



< r. 









• *•.■•■' • 












• ■ . ' 
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la condition z^ -h z'^ < i , et si Ton prend f{z, z') = i, on trouve 
Si, en conservant la meme limitation des variables, on prend 



/VZ,Z') = (3'-+-^"— I)*, 



h elant superieur a — 1, pour que Tintegrale / / — ^ 
fmie, on trouve 



f(z,z') 



2j(r-^') 



M S^*^ 



\2i»,n — 



rf"(r'— 



(r^-0 



rfr" 






fiTUDE 

LE TIMBRE DES SONS 

PAR DES CHOCS DISCONTINUS ET EN PARTICULffiR PAR LA SIRENE; 

Par M. a. TERQUEM, 
phoresseun a la facultb des scibnces de strasbourg. 



I. — Introduction. 

Les sons musicaux peuvenl etre produits, comme cbacun le sail, de 
(ieux manieres ililTerentes, soil a I'aide d'un corps vibrant, qui com- 
munique aux molecules de I'air ambiant des vibrations isocbrones, soil 
a ['aide d'impulsions ou de chocs isoles, separ^s les uns des autres par 
des inlervalles de temps plus ou moins considerables. Le premier mode 
de vibrations futlongtemps le seul admis; car, dans le Taite d'acous- 
tique de Chladni, le second mode ne sc irouve pas mentlonne d'une 
maniere explicite, quoique ce savant en eut deja constat^ I'existence; 
le son qu'il nommait son ronflant des cordes [Klirrton] est du, en efTel, 
aux cbocs periodiques d'une corde centre un chevalet, place au milieu 
uu au tiers de sa longueur. 

Le premier appareil qui permit de produire des sons musicaux par des 
chocs isoles ful la sirene dcCagniard de laTour(*). Peu de temps apres 



I' ) Siir la sirriii; noiivetlc mnrliine d'acoustiqae destin^c a mesurer les vtbralinns de I'air 
qui mnstUiient le son, par le baron Cagniard de la Tour [Annates dr Cbimie el de Physique, 
i' s^rie. t. Xn, p. 167). 
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la publicalion de ccttG impurlante decouverte, »e produisil une reclama- 
tion de priorile de l:i pari du docteur Robison. Celui-ci, eo effel, dans 
rarticle Temperament de V Encyclopedie Britanmque, avail decrit ud 
appnreil roriii^ • d'uii lube muni d'uii rubinet h taquet pouvant fairo 
7ao oscillalions par seconde; on olilenait aiors un son rappelaiit une 
voix idaire dc fetiime; avec 36o oscillations seulement par seconde. le 
soil obtenu rappelail une voix rude d'bomme; quand le robinet nf 
ferme que parliclleiiient, on a un son plus doux, uni el lendre. » Ca- 
gniard de la Tour {') mainlint ses drolls devant la reclamalion de Ro- 
bison: neanmoins, quoiquc la siiene ail rendu de plus grands services 
a la science que le tube a robinet de Robison. qui serail completemenl 
lombe dans I'oubli si M. Tyndall n'en avail dit quelques niols daus ses 
lemons d'acoustique; quoiquc, certainemcnl, Cagniard de la Tour ait 
completemenl ignore I'existence de ce dernier appareil quand il a 
imagine la sirijne, il faul cepeudanl reconnailre, avec M. Tyndall. que 
Robison lo premier eul I'idee de produire des sons a I'aide d'un cou- 
ranl d'air intermitteal; car, a celle epoque, on n'avait encore qu'une 
idee Ires-vague du mouvemenl de I'air dans les tuyaux a anches. 

Quelques annees apres. Cbladni pubiia, dans les Annates de Poggen- 
dorf, une Note sur la production des sons par des cbocs isoles, oil 
loules les conditions de ce genre de vibralioiis soul parfailemenl indi- 
quees ("). < On admet generalement, dit Chladni, que, pour entendre 
UD son musical, il est uecessaire de se servir d'un corps sonore dool les 
vibrations so propagent par I'air ou tout autre milieu; c'est le eas ha- 
bitue!. Mais un sou musical peut aussi elre produit par des chocs se 
succedanl ^ des instants rapproches el provoquant dans le milieu am- 
biaoldes ondes sonores. 

• L'anche ne doit pas elre consideree comme un corps sonore, la 
hauteur ou la gravite du son depend de I'inlervalle de temps qui se- 
pare les ouvertures el les fcrmetures de la fente, el par suite des chocs 
isoltis dus aux interruptions que subil I'ecoulement de I'air. La sireoe 
de Cagniard de la Tour produit des sons de la meme maniere. On peut 



{ * ) jinnales da Cliimic el de Physiqite, a' afirie, t. XVIU. 
( * ' ) Sur las lorn obteniui, sans corps vibranls, simplemciU par ties c 
rapidciiwiit, par Chladni \ Ann. P'jgg., I. VIII, p. ^53; i8'i6]. 
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rapporter a la mt-me cause le bruissement et le bourdopnement de 
quelques insecles volants; pour une guepe ou une grosse mouche, cela 
irait a quelques centaines, pour un cousin a plusienrs millicrs par 
seconde. Pour les corps solidci;, on peut citer les sons rontlants ties 
eordes. . , . Vraiserablablenient, on pourrait produire un son Ires-rauque 
et sans purete, mais parfaitement determinable, par d'autres modes 
de cbocs rapides et reguliers d'un corps solide contre un autre, par 
exemple par les cbocs d'un ressort contre les dents d'une roue tour- 
nant rapidement et regulierement 

> ... On doit done donner plus d'extension k la definition du mot 
son musicai quou ne le fait d'habilude, puisque les vibrations fixes 
d'un corps sonore ne sonl pas toujours necessaires pour produire ce 
dernier et qu'il peut etre du a des chocs assez energiques, sc succedant 
rapidement, et se communiquant a I'air et de celui-ci a I'oreille. > 

II est done evident que, le premier, Chladni a nettement defini la 
production de sons musicaux par des chocs discontinus; que. de plus, 
il a indique la possibillte d'obtenir des sons bien caracterises a I'aide de 
roues dentees, avant que Savart n'en ait realise I'experience, probable- 
men t sans avoir connaissance de I'ideeemiseparson illustre precurseur. 

L'instrument qui permet d'obtenir uu grand uonibre de sons dans les 
conditions les plus varices, k I'aide d'impulsions et de chocs discon- 
tinus, est evidemmeot la sirene. 

Employee d'abord par Cagniard de la Tour pour mcsurer la bauteur 
des sons, eiie a regu divers perfeclionnements, el, aujourd'hui. elle sert 
pfulot a I'etude du timbre, des battemeuts. des sons de conibiuaison, 
qu'a la determination desnombrcs de vibrations, puisque, pour cetle 
derniere etude, on peut employer le procede grapbique ou encore mieux 
le tonoraetre. 

Quelles sent les principales transformations qu'a subics la sirene, a 
quelles etudes a-t-elle principalement servi? 

En iH34. Opelt (') eut I'idec de substituer a la sirene de Cagniard 
de la Tour un simple disque de carton perce de plusieurs rangees 
d'ouvertures, les nombres de trous des rangees etaat cntre eux dans le 
rapport des intervalles de I'accord parfait, comme Savart I'avait deja 



(•) Siir/n rmtiirc ilii son, piir Opell; Piaoeit, i834. 
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fait avec des roues dcnlees {'). en 1828. Auguste Secbeck (" j adopla 
la meme disposition pour la sirfene avec laquelle il fit ses remarquables 
experiences; celappareil prit le nom de sirene de Seebect, quoir|ueOpeli 
en soil le veritable invcnteur. La sirene de Seebeck etait, comme celle 
d'Opelt, fonnee d'un disque de carton, avec des rangees concentriques 
d'ouvertures; elle etait mise en mouvement a I'aide d'un poids fixe a 
une corde enroulee sur un tambour; on produisait le son le plus sou- 
vent en soulllanl. conlre les ouvertures du disque par un ou plusieurs 
tubes etroits, quclquefois en faisant frolter centre celui-ci une carte 
roupce en pointc. 

Voici les principaux resullats auxquels est arrive Seebeck : 
i" Si Ton place deux tuyaux porte-vent de part et d'aiitre dc la si- 
rene, \\ y n interrerence quand les tuyaux correspondent tons deux a 
des ouvcrlures; renforcement, au contraire, quand ilsse trouventa une 
distance egale a la moitie de Tinlervalle qui separe deux ouvertures. 

2" Si, sur un meme disque, se trouvent deux rangees concentriques 
d'ouvertures, le nombre d'ouvertures de I'une etant double de celles 
de I'autre, et si on les ebranle a la fois de deux cotes difTerenls de telle 
sorte que les impulsions coincident, on n'entend plus que le son le 
plus grave seul. 

i^ Si les impulsions, toutes dans le meme sens, ne sont plus equi- 
distantes, mais sont separecs par les temps l et /', on entend les sons 

t'orrespondant&aux temps I -hi' el ; I'un est plus ou moins intense 

que I'autre, suivanl que / el t' difierent plus ou moins I'un de I'autre. 
4" Si les intervalles qui separent les impulsions sont /, l' et /", on 
entend le son l-\-t'-ht", et, en outre, si (, r' et ( " ne dillerent pas trop 
1 un de I autre, le son j 

5° Si les intervalles qui separent les impulsions sont completemeni 
irreguliers, sans s'^carter beaucoup de la moyennc, on entend un son 



{ ' ) Noie sur la sensibilite de forgone dc I'ouie, 
ft tie Physique, I. XLIV, p. 337; '8a8). 

(") Sbkbeck , Beobachtungcn iind TonbUdiingei 
p. iiy; [B4i. - Repertorium von Physik von Dn,t 



par Ffilix Savarl ( Annales de Chiiiiie 

III. dcr Sirene {^/in. Pogg., t. Llll, 
, I, VII el V\n,fHjtum). 
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sopte que, si rorellle est atteinte par un mouvement vibratoire, non 
Bgure par uii sinus ou un cosinus clu temps, et!c entendra autanl de 
SODS simuUancs qu'il exisle de termes dans la serie de Fourier, dont les 
coefficients aient une valeur sensible. 

Cette idee de Ohm, qu'on avail plus tard laissee tomber un peu dans 
I'oubli, a ete reprise ct developpee par M. Helmholtz dans son ouvrage : 
Die Lekre der Tonempjindungen; \\ imporlc toulefois de preciser dans 
quelles limites cette tiieorie de Ohm et de Helmholtz, admise par les 
tins, comballue par d'aulres, doit ctre acceplee. 

M. Helmholtz distingue les sons musicawv en deux grandes classes, les 
sons simples ou pendidaires, et les sons complexes, pour lesquels la loi de 
vibration est representee par une Jbnction quehonque du temps autre 
qu'un sinus ou un cosinus, fonction qu'on pourra developper suivanl la 
serie de Fourier. L'oreille devra, conform^ment a Vhypothesc de Ohm, 
percevoir simuilanement une infinite de sons pendulaires, dont les am- 
plitudes seront les coefficients a,, a^,..., a„, des divers termes de cette 
sdrie. Mais en outre, M. Helmholtz ad/net que le timbre du son correspon- 
dant au premier terme variable de la sirie [a,), nommele son fondamen- 

lal, depend des valeurs relatives des amplitudes «.j. k, a,„. des sons 

supc'rieurs ou harmoniques du premier, 

\\ est evident, en efTet, qu'etant donne un mouvement vibratoire. 
quelque complexe qu'il soil, on pourra toujours le reproduire a I'aide 
de divers sons simples ou pendulaires simultanes, ayant entre eux les 
relations de hauteur des divers harmoniques, avec des amplitudes et 
des phases convenablement cboisies. Op, comme l'oreille possede la 
faculte de percevoir isolement des sons simples produits au meme in- 
stant par divers instruments places dans le voisinage I'lin de t'autre, il 
en sera de meme evidemment si le mouvement complexe qui tui arrive, 
du a un seul instrument, est identlque au precedent. Ni au point de 
vue de !a theorie ni au point de vue de I'experience, il ne pent y avoir 
la moindre difference. 

Peut-on dire, comme le pretend M. Helmholtz, que les sons corres- 
poodant uux divers termes de la serie de Fourier onl une existence 
objective? C'esi alien trop loin; on doit se contenler d'afTirmer que 
l'oreille, etant atteinte par un mouvement non pcndulaire, le per^joil 
comme s'il etait du a la superposition de divers sons pendulaires pro- 
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Uuits indepeDdnminent les uns des aiilres. Cetle decomposition par 
i'oreiile tl'un moiivement vibraloipe complexe en mouvemenls simples 
pendanl la perception, est en efTel deinonlree par de nombreuses expe- 
riences; elle n'est possible llieoriquement. du resle, que d'une seule 
maniere, les amplitudes et les phases correspondanl a chaque son 
etant donnt-es par la serie de Fourier. 

L'experience fail voir, en outre, que I'oreiile perQoil difncitement 
les barmoniques supericurs en presence de Icur son fondamental, a 
moins d'une allenlion loute particuliere el d'une grantle babitude; 
mfime t-es conditions se troiivant remplies, it est Ic plus souvent im- 
possible de les percevoir isolement. M. Helmboltz ne rem! peut-etre 
pas compte d'une maniere aussi satisfaisante que possible de cette dif- 
ficulte de perception des barmoniques superieurs; on pourrait, il me 
semble, completer ainsi I'explicalion qu'il en donne. [I nttribue cette 
proprieLe de I'organe de I'ouie principalement au defaut de I'ciducation 
de I'oreiile pour ce genre d'exercice el a raltenlion que nous porlons a 
la partie objective de oos sensations, et au conlrairc au defaut d'atten- 
tion a lout ce qui est subjectif. Mais cette explication est insuffisante: 
car, avec toute I'attention possible et sans le secours des resonnateurs. 
il est impossible de percevoir les dilferents barmoniques qui caracte- 
risent cbaque voyelle. II y a la, dans unc cerlaine mesure, un pbeno- 
mene analogue a celui que Ton constate dans I'acte de la vision, 
puisque l'o?li , dans aucun cas, ne peut separer les sensations dues 
a un mouvemenl complexe provenant de plusieurs vibrations simples 
simultanees; pour roreille, cetle separation ne devient trcs-difficile 
et meme impossible, que lorsque les durees des mouvements vibra- 
toires composaots sont eolre elles comme les nombres i, a, 3, t\,.... 
Cette fusion des barmoniques avec le son fondamental doit done de- 
pendre de I'organisation meme de roreille. JVt. Uelmbollz admet que 
la perception des sons de diverses bautcurs se fait par I'entremise 
des fibres de Corti, especes de cordes vibrant cbacune pour un son 
particulier, el a cbacune desquelles correspond un filet nerveux. La 
dislribulioD de cps filets nerveux, provenant de la division du nerf 
acouslique, ne pourrait-elle pas etre faite de telle sorte que les fibres 
de Corti correspondanl a un son donne el a ses barmoniques, fusseut 
reliees a une meme region de I'encepbale ou a des cellules nerveuses 
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coiiiiiiuiiiquant cnlre elles? C'est aux anatomistes qu'il appiii'ticnl tie 
verifier rexactilude de celte hypotliese. 

Pour eolendre les Iiarmoniques supericurs dus a la decomposition 
d'lin mouvement complexe, on a, en general, recours aux reson- 
nateurs. 

Que se passe-t-il dans cc cas? Que pergoil I'oreiile? Les clioses se 
passcnt evidcmmenl conime pour un faisceau de lumiere blanche qui 
se reflechit un certain nomhre de fois enlre deux lames nietalliques 
avanl d'arriver a I'ceil, el devient ainai de plus en plus colore. Le mou- 
vement vibraloire complexe subit, en efTet, dans le resonnateur des re- 
flexions multiples, par suite desquelles le mouvement resultant qui ar- 
rive a I'oreiile a change de nature, et peut eire considere comme du a 
la superposition d'un son pendulairc simple tres-intense, doni la hau- 
teur correspond aux dimensions du resonnateur avec d'autres niouve- 
menls vibratoircs hcaucoup plus faibles; le premier son sera seul 
perQu. 

Ohm, en appliquant le calcul aux experiences de Seebeck, etail par- 
venu, comme je I'ai dit plus haul, a expliquer tres-simplement la cause 
de la perception simuUanee de plusieurs sons; mais il n'avail pas traile 
la question d'une maniere generale, avail husse echapper quelques 
faules de calcul, et enfin les intensites calculees par lui pour le second 
harmoniqne elaient beaucoup plus considerables que celles que Ton 
pouvait deduire de la perception des sons dans les experiences de 
Seebeck. 

Ce dernier ('}, se fondant surtout sur la difi"erence qui existe entre 
les intensitea calculees pour les harmoniques superieurs b I'aide de la 
formule de Fourier et celles que I'oreiile leur attribue, n'adniit pas le 
principc de Ohm. II suppose au contraire que, dans la s6rie de Fourier, 
a chaque terme superieur ne correspond pas necessairement un son 
percu isolemenl, mais que I'ensemble de tons ces termes conlribue & 
augmenter I'impression produite par le son fondamental; la seconde 
parlie de cette conclusion est seule admissible, d'apres ce que j'ai dit 
plus haul; la premiere doit ^videmment ^tre rejet^e. 



r Aug. Seebeck ( J/i/i. i 



I 
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01)111 (■} I't'pondit avec un peu d'aigreur ii Seebeck. Co mp! element 
(iepoupvu du senliment musical et ni6me de la faculte d'appr^cier la 
justesse dos sons, il tit faire, dit-il, par un de ses amis qnelques expe- 
riences a I'aide d'un violon; il constata que si Ton produit un son iRole, 
puisqu'on y ajonteson octave grave, le premier son cesse complcteinent 
d'filre entendu; en second lieu, si Ton produit un son grave, d'ahord 
seul, puis accompagne de son octave aigue, !e premier son est notable- 
ment renforce, et, au contraire, le second est entendu faildemenl; eofin 
si I'oclave n'est pas Ires-juste, le meme renforcement n'a plus lieu. 

Ohm constate le fait sans se charger de I'expliquer; il emet cependaul 
I'hypolhese que cetle dilFiculte d'audition des barmoniques pourrait 
lenir a la constitution meme de I'oreille, et cherche ainsi a detruire 
lea objections soulevees par Seebeck, en admettant, ce que les travaux 
de M. Helmholtz ont completemenl justifie, que I'Dreille per^oit tres- 
dilTicilemenl les harmoniques en presence de leur son fondamenlal. 

Seebeck ( " ) repondit encore a Ohm, en inaintenant son point de vue. 
et continuant a nier qu'a chaque terme de ta serie de Fourier corres- 
ponde un son pouvant etre pert^u isolement. Il tnulliplia et varia les 
experiences qu'il avait failes avec la sirene, en changcant la forme el 
la distance des ouvcrtures, ainsi que le mode d'insufflation, II obtini 
des sons de timbres trb-variables, mais il n'a jamais enlendu, dit-il, 
que de tres-faibles barmoniques, et en y preLanl la plus grande atten- 
tion. Ne sachant oil trouver, dans la serie de Fourier inlerpretee 
eomme le faisail Ohm, quelque chose qui put correspoodre aux varia- 
tions du timbre, il pensait que la foiiclion enliere developpee uu noii 
en serie representait un son unique d'un timbre variable. Ohm, en efiet, 
ne dit pas un seul mot du timbre dt>s sons, et ne parait nullenient se 
douter qu'il puisse depeudre, coinme I'a fait voir depuis M. Helmiiuilz. 
de I'amplitude des barmoniques qui accompagnent le son fundamental, 
soil reellement, soil virtuellemcni. 

En resume, on doit reconnaitre que Ohm a cu le mcrilc d'appliquer 
la serie de Fourier, admise depuis longlemps pour representer les vi- 



(•) Enrnrc i/iii/r/iii-t mils .<iir Iti /lefinilion ilii son iiiiuicn/, par Olim [.Inn.Pogg., I. LXU, 
p. 1; 1844). 
("1 Siir !ii .li]fiii<ti<ni ilii TO«mwj(cfl/, parAug,Sec't>eck [Ann. Pogg., I. LXlll; nov. i8j(i ). 
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brations des cordis, a I'etude dcs sons prodults par des chocs discoD- 
tinus; qu'il a explique la perceplJon simullanee de plusieurs sons, fail 
coQ3tat6 anlerieui-ement par Seebeck, en admettant qu'a chaque ternie 
de la serie dc Fourier correspond un son pergu isolemenl. Si Seebeck 
a (^omhatlu cetle maniijre de voir, c'est qu'il ne pouvait se rendre 
{•omple (lii la difficulte de i'audilion des harmoniques. et que de plus 
il ne pouvait trouver dans la serie de Fourier, interpretee cumiiie le 
faisail Ohm, ['explication du timbre des sons. 

Le travail si remarquable de Ohm ne peut plus etre considere comme 
ayant complelement resolu la question relative aux sons uroduits par 
des chocs discontinus et en particulier par la sirene, puisqu'il oe s'est 
nullement occupe du timbre des sons produits, el qu'il n'a pas traite le 
probleme dans toute sa generalite. Depuis, de nouvetles moditicalions 
nnt ele apportees a ia construction de la sirene, de nouvelles recherches 
ont ete faites avec cet instrument; il ni'a semble, par suite, inleressanl 
de reprendre le travail de Ohm, en le generalisant d'afaord, puis en 
traitant divers cas particuliers, qui puissent ensuite elre compares a 
('experience. 

Avant de terminer cette introduction, j'indiquerai encore les prin- 
cipaux perfectionnements apporles a la construction de la sirene depuis 
lea travaux de Seebeck. 

En 1 85 1 , Dove ( ' ) modjfia la sirene primitive d'Opelt et de Seebeck. 
et lui donna la forme de la sirene ordinaire, en pergant le fund de la 
boile et le plateau de plusieurs series d'ouvertures, afin d'obtenir I'ac- 
cord parfait; la partie la plus ingenieuse de cette sirene est la disposi- 
tion employee par Dove pour permeltre de faire sortir I'air separemenl 
par chaque serie d'ouvertures ou par plusieurs a la fois. 

Opelt {" ;, en i85i5, a ajout^ un nouveau perfeclionnement a la sirene 
qu'il avail imaginee auparavant. Tout en reconnaissant la superiorite 
(le la sirene de Dove sur la sienne, il reproche a celle-ci de ne pouvoir 
servir a la production que d'un petit nombre de sons. La nouvelle sirbae 



( ■ ) Dr\rri/ilhn d'une sirrne propre a la production simuUanee de plusieurs sons nmsi- 

eaux, par Dove [Ann. Pogg., t. LXXXD, j), 596; i85i. — BeriinerSericht, i85o-St , p. 3i 1). 

( •* ) Opelt, Theorie generate de la mnsique, fondee sur le rhytkme des impulsiai/s soaores, 

et erhiirrif jwr rie n'.iiveniix mnyens dc demonstration; Loipi'ig, iSSa [Berliner Bericht 
fur .B5a). 
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d'Opelt est formee comme la premifere d'un simple disque de carton 
muni de plusieurs rangees d'ouvertures, en nombres Ires-varialtlcs; 
d'abord se trouvent doiizc rangees circulaires avec G, 9, 12, i5, t8, 
24. 3o, 36, 48, 60, 73 et 96 ouvertures, donnant par suite Ics sons ut,, 
wt,, u/j, mij, sol^, utj, mij, sol,, «/,, mi\, salt, ut^. 

Dans chacune des rangees suivanles se trouvent des ouvertures dont 
les distances correspondent i deux progressions arithmeliques diffe- 
rentcs, a\ant le mSme point de depart; mais aux points conimuns aux 
deux progressions, on ne met qu'une seule ouverture. Enfin les quatre 
rangees les plus exterieures porlenl des ouvertures dont les distances 
Ibrment irois progressions aritbmetiques diflerentes partant du meme 
point, et, comnie dans les rangees precedentes, aux points conimuns a 
deux ou trois progressions on ne met qu'une seide ouverture. En comp- 
tant ciiaque ouverture commune h plusieurs progressions, de maniere 
que chacune de ces dernieres soil complfete, les dispositions de cbs di- 
verses rangees sont les suivanles : 
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11 serait facile d'obtentr un grand nombre d'aulres combinaisons. 
M. KoEnig a construit une grande sirene d'aprfes Seebeck el Opelt. en 
employant des disques de cuivre per^es avec une grande regularite el 
mis en rotation par un mouvement d'horlogerie; de plus un sommier 
portant plusieurs tubes perraet d'augmenter I'intensite des sons ob- 
tenus, en produisant plusieurs ebranlcments siniultanes, ce qu'on ne 
pouvait faire avec les appareils prlmilifs d'Opell el de Seebeck. 
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Entiu, M. Helmholtz a ajoule ua nouveau et notable perfectionne- 
inent it la sirene de Dove, en iinagiQaDt la sirene double: dans cello-ci, 
<^n elTot, on peul produlrc soil simultanemcat, soil successivemeDl 
liuil sons differents et loutes leurs combinaisons; on pent oblenip le 
inSmc accord par deux sons provenant soit de la meme boite, soil des 
deux boites de I'appareil, et enfin produire des batlemenls en faisanl 
tourncr a la main la boite superieure, pendant que les deux disques soni 
i;ux-meme en rotation. M. Kcenig a construii une tres-grande sirene, 
d'aprfes ce principe, dans laquelle un fori raouveuient d'horlogerie fait 
tourner ies deux disques, et oil les diverses series d'ouvertures peuvenl 
elre ouvertes et fermees a I'aide de touches et d'un mecanisme analogue 
a celui de I'opgue ou du piano. Nul douteque ces dernieressirenesne re- 
i;-oivent d'utiles applications pour verifier les conclusions de I'etude que 
j'entreprends, cclle du liinbrc des sons produils par les chocs inler- 
rompus et en particulier par la sirene. 

II. — So/i.y produils par ties ebranlcmvnts iso/cx Ions de 
meme nature. 

Etant doanee une sirene munie d'ouvertures equidistantes, toutes 
de meme forme, on peut calculer I'amptitude absolue ou relative des 
divers harmoniques qui accompagnent le son fondamental produit, si 
Ton connait la fonction qui represente I'intensite de I'ehranlemenl dii 
a la sortie de I'air par les ouvertures de la sirene. 

La nature de cette fonction depend de deux elements, d'un cole de 
la forme des ouvertures, de I'autre de la variation de la vitesse avec 
laquelle I'air s'ecoule de la boite de la sirene. [I csl difficile, pour ne 
pas dire impossible, de tenir compte de ce second element; mais si, 
comma on le fait habituellement, on prend des ouvertures tres-pelites 
par rapport a leurs distances, on peut supposer que I'ecoulement de 
I'air se fait avec une vitesse constanle. Du reste, en vue des catculs a 
efl'ectuer, on est oblige de faire cette hypolhiise; la comparaison des 
resullalsobtenuspar la theorie avec I'experience, permeltra de verifier 
jusqu'a quel point I'tiypolhese de I'ecoulement uniforme de I'air est 
admissible. 
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Avant d'examiner clivers cas particuliers, j'exposerai quelques consi- 
derations generales sur Temploi de la serie de Fourier. 

SoitF(/) une fonction quelconque, Fourier a fait voir que Ton pent 
toujours poser 



(I) 



(/ 2/ 

F(0 = A« -+- A, COS27r^ -+- AaCOS27r-=; -h. . .-h Afl, COS27r 



mt 

T 



-f B, Sin 27: =^ -4- Bj sin27r -= -h. . . -f- B«sin27r — H- . . . . 



Si F(/) est une fonction periodique dont la periode est T, il y a 
identite absolue entre les deux menibres; sinon la serie ne represente 
la premiere fonction qu'entre certaines limites. 

On peut encore ecrire 



(2) F(/) = A, -+- a, cos 2 7: 



^^-P^ 



4- a- COS 7 7: 



m(t — p,n ) 
T 



avec les relations suivantes entre les coetHcients de ces deux series : 



Am == a«cos2r -~— J B«=: a«sin2r-7~? 



(3) 



< 



'm 



langar-^ = — . 



Enfm, x\o, A;;,, et B;„ sont determines par les integrates definies sui- 
vantes : 



F(/)J/, 



(4) 



I 2 Z*^"'"^ ml 2 r*^-^'^ mt 

/A«=- / F(0cos2r-7jr^/, B-^j. / F(/)sin27:^rf/. 



Les valeurs de Ao, A,„ et B^, sont evidemmcnt independantes de la 
de la valeur absolue de t, puisque F(/) est une fonction periodique, 
dont la periode est T; elles dependent au contraire de Torigine adoptee 
pour mesurer le temps, mais 6C;„ en est independant; en effet, si Ton 
change Torigine du temps en la recuiant d'une quantite egale a 9, 

yinnalrs scientifitfues de VEcole K or male %uperieure. Tome VH. So 
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F(/) (levienl F(/ — 5), et I'on a alors 

F{/ — 0) — A. -4- > A«cos2r -^^-:j; — i 4-B«sin2 7r— ^-^^ — -' 
oil bien 



(5) 



F(/-0):^A.4-^^^[«.cos2;r "'^"^^-'^-> } 



ct, en developpant, 



F(/-e) = A. 




I A«.cos27r Y — B«sin27r-Y jcos27r-^ 
( A« sin27: ;=- -+-B«,cos27r ^ I sin27r-Y 



Or on pent encore ecrire 



QC 

(6) F(/-9) = A.+^ (A',„cos2 7t^'+B'„sina7r^j-, 

d'ou, en identifiant les coefilcients des relations (5) et (6), on aura 

A^= A«,C0S27r TT. B«,Sin27r -— =:a«COS27r — ^ » 

in) { 

B;, = A«sin27r -^ 4-B«cos2ir — = a«sin27r — ^. 

Et enfin, on en conclut 

I Ai + B:! = A^,-^BA=«^, 



'm ' tn 



(8) . /n(p. + 9) B; 

tangiK — ^^p = -^ 



m 
m 



Les coedicients Um de la serie (2), ou, ce qui revient au meme, ies 
amplitudes niaxima des divers harmoniques ne dependent done pas 
de Torigine adoptee pour le tenips, ce qui etait evident a priori; la 
phase seule de chacun de ces sons, au contraire, en depend. Mais les 
difTerences de phases des divers sons en sont egalement iiidependantes, 
ce qui est evident a priori; les mouvements vibratoires sont, en effet, 
entre eux dans des rapports qui doivent etre independants du mode de 
calcul employe. 
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Par suile, on choisira Torigine du temps (iaas les divers cas cxiimi- 
ues, de telle sorle que le calcul de A,„ et de B„ soil le plus sini|ilc pos- 
sible, en parliculier tie fagon que I'lin des deux coefficients A,„ ou B„, 
soil nul; si B,„ = o, par exetnple, on a a,„ = A,„; il n'y a pas a lenir 
i^ompte du signe de A„,. puisque ee dernier pent etrc atlribue a l:i 
pliase. el que I'intensite de I'harmonique correspondant en est indo- 
pendante. 

Trots cas dilferents peuvent se presenter dans la determination de A,„ 
et B„,, quant aux limites des integrates definies. Supposons que. pour 
cliaquc impulsion isolee, I'ebranlement communique a I'air suit donnc 
par la foncliun _v = f ('), et que a en soil la duree : 

i" Si rt — T, represenlons z>':l) par la courbe A A'B i^fig- i). les liniiles 



dt's integralesseroot o el T ou a, si pour le poinl A on pose T = o; 

a° Si Ton suppose a<T [fig.-i), les limttes de I'inlegralc si-ronl 
naturellement n eta, puisque, dea jusqii'a T, p(/) est nul; 



3" Si I'on Slipp^.sr a^ \ //V. -\ . I,- III 



'inlegrale sont 



encoi'e o et a\ en effet, prenons seulemeni A„p. on a 



•I \i , 
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si i*origine du temps est en A', 

A'A'' = T, A'B' = a; 

de A' jusqu'a B, il faut faire la somme des aires A'B6 et AVE, ce qui 
donnera 

4 r^ isK 'w/ . r^ ,,, ml . 

Am= I 9(0008271-^-^/4-/ 9(/)COS27:-=r ^^ 



et. par suite, 



i„=: I 9(/)COS27r 7p- dl. 



DonCy les limites des inlegrales qui diterminent A,„ et B,^ sont les m^mes, 
quelle que soil la valeur de a, ou de la duree de V ebranlement par rapport 
a la pdriode du mouvement vibratoire^ oUy ce qui revient au mime, quelle 
que soit la grandeur des ouveriures relativement a leur distance. 

SiF(/) est le meme pour les valeurs positives et negatives de /, et 
si, deplus, on prend Torigineau milieu de Tintervalle pendant lequel 
F(/) n'est pas nul, on a 

a /*"*"* ml 

B«,= =i I F(/)sin27r -^ rf/ = o, 

(9) i ^ "\ 

Am=^ I F(/)cos27r^d/ = I / F(0 cos27r^ rf/ = a... 

II en sera de meme si F(/) ayant deux formes differentes pour les 
valeurs positives et negatives de /, /, [t] et/2{/), on a 

cas qui se rencontre assez souvent. 

Si les ouvertures par lesquelles Tair s'echappe sont tres-eloignees re- 
lativcment a leurs dimensions, quelle que soit leur forme, B;„ devient 
tres-petit par rapport a A;„; soient, en effet, d la distance de deux 
points semblablement places dans deux ouvertures voisines, et v la Vi- 
tesse de deplacement du disque mobile dans la partie ou se trouvent 
placees les ouvertures, on aura 
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Si </ est tres-graiid relativemerit a a, on aura, eu remplaQaiil le ro- 
sinus el le sinus par les premiers termes de leur serie. 



1L = - 



]dx = 



B,„ est done infiniment petit ]iur rapport k A,„, et cc dernier tend ii 
devenir constant, independant de m et egal a 2 Ap. 

Par suile, quvlie que soil la forme ties ouverlures par lesquelles s'ecou/e 
lair, quand dies sont (res-eloignees par rapport a leurs dimensions, les 
ampliludes de tons les harmoniqiies lendent a devenir egales a celles du son 

fondamental, c"est-a-dire ([ue le rappoi't t^> toiijoiirs plus petit (|ue 1 . 
Ipnd vers I'uniie poui' -% = u. 

Nous nous occuperons plus lard de la limile vers laqiielle tend ce 
rapport 7^1 quand cliaque ebranlement se compose de deux parties, 
|)endant lesquelles les niouvenienls vihraloires el les condensations sont 
de sens conlrairea. 

Comine on suppose que, pendant loute la duree de I'ebranlemenl, 
les deplaceinents el les condensations ont lieu dans le ni^me sens, ja- 
mais on ne peut avuii- .\a = o; or cc lernie conslant ne donne nais- 
saiice a aucun son; ii est proporlionnel au votuiuu d'air sort! de la si- 
rfene et cxprinie pour une vibration la condensation nioyenne qui en 
resuite dans Tair exterieur. Or il est evident que la fonction f{l) — A„ 
doit produirc le meme son musical, la meme impression sur I'oreille 
que la fonction F(/) louteseule. Soitdonc constriiite la courbej}' = F(/), 
ABC, A'B'C, \"WC...{fis-h) 



AA' = CC'= A'A"= .. 



^T; 



a86 
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lele PQ" a la droile AC", a une distance/, : 



= PD: 



iiienoiis line j)aralk'le PQ' a la droile AC", a une distance/, = A„ 
si Ton prend celte droite comme ligne des abscisses, la courbe figura- 
tive du mouvement represente par In fonclion Ff/) — A„ deviPiil 




PBQCA'P'il'Q'C. . .; on pcut, des lors, considerer les parlies PBQ, 
P'B'Q', P"B"Q", ... comme correspondant a la cundenaation, et, au 
eontraire.QCA'P', Q'C'A"P",... comme representant la dilalalion. 

Quelle que soil la fonclion F{/), U esl facile de demonlrer qiip les 
aires PBQ el QCA'P' sont egales enlre elles; en efTet, on a 



A.T 



: f F((]rf/ = aireABC: 



mais, comme par construclion PD — A„, on a egalemeiit 

A.T = aire PDD'P'. 
Done 

;iire ABC := aire Pl)D'P' = aire APP'A'. 

Si. de pari el d'aulre, on relranclie I'aire APQC, il reslera 

aire PBO= aire QCA'P'. 

C. Q. F. II. 

Done, si I'on produil un son par des chocs separes les uns des auires 
ef donnanl naissance a des deplacemenfs des molecules d'air dans un seid 
sens { ce qui a lieu dans la sirene et mime, en realile', dans la plupari des 
inslrunienls a vent, puisgue Vair msuQIe s'ecoule avec une tntessc periu- 
dique par le luvau ebranle). on peul separer Vebranlement communique 
a Fair ambiani en deux parlies : la premiere tonsiste en un deplacement 
reel de I' air, qui se propage plus ou mains loin, neproduit aucun effelsur 
I'oreille, cc correspond au terme A,,'. Itt deuaieme constitue la seitlr parlie 
efjicace du son pcr^u ; elle se diiise elle-m^me en deux periodes pendant 
lesquelles les molecules d'air onl des mouvemcnls egaux et de sens inverse; 
la condensation el la dilatation totales sont egales entre elles. de mime que 
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,v( te son ctait produil par itn corps solide vibrant ; ces deux periodes peu- 
i-enl, du resle, avoir des durees incgales, el suivre des lots differentes. 

Du reste, la meme conclusion ressort de I'examen do la serie (it; 
Fourier; car, si Ton retranclie le premier terme constant Ao, chacun 
des termes variables passe par un meme nombre de valeurs positives 
et negatives; done il doit en etre de meme de leur somme. 

Le timbre du son produit ou, ce qui revient au meme, I'amplitude 
relative des harmoniques superleurs nc peut done dependre que des 
durees relatives des deux periodes dans lesquelles se decompose tout 
ebranlement communique a I'air, quel que soit le mode employe pour 
le produire, et de la forme de la fonction qui represente cbacune de ces 
periodes. Le mode de production de I'ebranlement etant determine, 
c'est-a-dire la forme descourbes ABC, A'B'C, . . . [fig' l\) etant donnee, 
qui se repetent periodiquement, on peul en faire varier la distance AA' 
dans de grandes limiles. Pour quelle distance, le son produit se rap- 
procbera-t-il le plus possilde d'un son pendulaire? 11 faut, pour cela, 
ctudier la fonction — -, or. comme on le verra plus tard, dans les divers 

cas parlieuliers eludies, celte fonction, egale a i quand les ouverturcs 
sonla une distance tres-grande par rapport a lours dimensions, n'at- 
teint pas son minimum en meme temps pour les divers harmoniques; 
mais, leplussouvent, le deuxiemebarmonique I'emporte sue les autros; 
on pourra done cbercber quelle doit etre la distance AA' pour que le 

rapport — soil minimum. Or on constate que, dans la pluparl des cas, 

— est voisin de son minimum quand les deux periodes dans lesquelles 

I'ebranlement se decompose ont des durees e gales , c'est-a-dire quand 
PQ = QP'=PQ' = Q'P"= ... (/g^.4}.C'estdanscecas, enefVet, que 
le son produit doit se rapprocher aulant qu'il est possible d'un son 
pendulaire, puisque I'egaiite des deux periodes du mouvcment vibra- 
toire est une des conditions de I'existence de ce genre de sons. 

Je vals passer a I'examen des divers cas particuliers qui peuvent se 
presenter le plus souvent dans la construction de la sirene. 

i. Ebranlements isoles formes d'une seule des deux parties d'un son 
pendulaire. — Supposons une suite d'ebranlements isoles et formes uni- 
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queiiieiildela parlie tondensee oil dilalee d'lm son |iiMidutaii'e : rVst le 
fas unique traile par Ohm; mais on peut simplifier la niarche qu'il a 
stiivie el les notations qu'il a adoptees. II est Cacile de reaiiser ce mode 
d't'bi'anlements, en prenant une sirene dont le fond porlerait <Ies ouvei- 
inres rectilignes etroites dirigees suivant les rayons et dont le disque mo- 
l)ile serait muni, sur son bord, d'entailles en forme de demi-sinusoides. 
telles que ABC [fig. 5), en admettant toutefois, comme je I'ai deja fait 




lemaiquer, que la pi'essioii reste conslatile dans la boile pendant tuuti- 
la diiree de I'eeoulement, et que rebranlemenl communique a I'air ex- 
terieur soil proportionnel ii la surface de Touverture par laqnelte I'air 
s'erbappe. 

Soit '.) — AC (fig. 5) la duree de rebranlemenl; AA' = T la periode 
totale qui separc le commencement de deux ebranlements successifs. 

Pla^ons I'origine du temps en D; alors, de t= — '- a /=+-', 



F(() = iacos— » e(, de / = 



! ( = T- 



, y[i) = o. On aura done 



A„ = -r^ J cosTT — cosa--^(/( — -^--f — - - - 
1 J „ aJ I 7:(P— 4m'r..' 



7p-_-4^w] ■-""■' T 



u r*7 I aar,, 



Menons la droite PQ parallelement a XX' (fig. 5), et a une distance 
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N 



MD egale a Aoi Da = 



289 
, Dj3 = - T. Le mouvement vihraloire produit 

pourra elre represeole par la courbe PfiQCA'P, repetee ptriodique- 
ment, con forme me at a cc qui a ete dil page 286. Four connaitre le 
timbre des sons produits, on eludiera la forme de la fonclioii — > qui 
t!st egale a 

CosTim^. 1 — 4^ 



CosTt:c i — l^m'x 



■. 6 se Irouvent conslruiles les valeurs de v, 




poui' //I — 1 , 2, 3, 4i 5, el en fiiis^inl v;iricr ;|; de o a 1 ; j'ai represente 
di> la meme maniere les valeurs des einq premiers liarmoniques dans la 
pluparl des cas que j'ai examines. On voit d'nhord que : 
i" Pour ~ = o,y=i, quel que soil m; de plus -1^ = 0. 

^iflfl/ei icitnlifiytiri dt VEcolt IVarmalt su/irrieure. Tome VU. 3; 
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' Pour ms = 1 J = o, sauf pour * = o; car alors y = -el 

t pas nul. Ainsi y sera nul : 

Pour/n = 2, si 



Pour m = 3, 
Pour m = 4- 
Pour m ^^ 5, 



" = 0,5-0,833...; 

375-0,625-0,875: 
-^ = 0,3-0,5-0,7- 



a 6 
_3 5 7 



On voit done que les amplitudes relatives des divers liarinoniques. 

toutes egales i 1 pour = = o, decroissent d'autant plus vile que m est 

plus eleve, et ensuite s'ecartent pen de zero, quoique passant par une 
serie de maxima successifs, positifs ou negatifs de plus en plus faibles. 



3° Pour = 



'4' 



e deuxieme harmonique est nul, les autres sont assez 



faibles; ou aura done ud son presque simple pour cette valeur. 

4" Si Ton veutchercher pourquelle valeur de ^^ les deux periodesPQ 
et QP' {Jig. 5] du mouvement vibratoire sont egales en duree, on aura 
a resoudre I'equation transcendaale 



TtT 



ou, en posant — = 



Parnii les diverges racines, une seule convient, J7 = i,ig8; ee qui 
donne 

T M 5 

- = 1,395 ou = = 0,716=:- approximalivemenl. 

valour peu differente de ^! = o,75 ou 7 pour laquelle - = o, c'est- 
a-dire pour laquelle le deuxieme harmonique est nul. 
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II. &branlements produils par une sirene dont le dtsque parte des 
entaiUes en forme de sinusoides , el la boUe des fentes reclilignes. — 
Supposons que le fond de la lioite d'une siri'ne porte des fentes recli- 
lignes etruites dirigees suivant des rayons et que le bord du disque mo- 
bile soil decoupe par des entailles en forme de sinusoides entieres, 
conslruites en prenant pour abscisses des arcs, et des ordonnees dirigees 
suivanl les rayons du disque. Soil ABCDB'C'D' {/ig. 7) une portion de 




ce disque; dans le cas precedent le disque aurait dii elro limile a la 

ligne KGHG'H'G"H" On pourrait encore niieux realiser ce mode 

li'ebranlemcnt, comme I'a propose M. Kcenig, en pratiquani des (entes 
rectilignes suivant les generatrices de la surface lalerale d'un cylindre. 
et entourant ne dernier d'une autre surface eyiindrique mobile autour 
de leur axe common, et dont le bord presenteraJI la forme d'une siuu- 
so'ide enroulee surun cylindre. 

Soient .\BCDE, A'B'C'D'E' {Jtg. 8j les courbes figurallves des im- 
pulsions communlquecs a I'airambianl; AE = u en represente la duree, 




et AA'=T la periode tolale; on aura, tn pos;)nl CM = a, fl prenant 
I'origine du temps en M, 



F{l):=~-\ — casar-» de / = 
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Ct 



F(/) = o, de/ = - a / = T~-; 

2 2 



par suite, 



tnu 



a 

A«, = =; f I H-COS27r-) COS27r-7ira/ = t-c ;— r-sin7r 

a 

B« = = I I i-4-cos27r- lsin27rTjro' = o. 



Done, on aura 

f 9\ A a . mo) 

(.3) a.= A.= — ^ __^s.n:r-^. 

Comme dans le cas precedent, si Ton mfene PQ paralifelement a XX' 

{Jig. 7) k une distance MN = A, = ^, (mM' = T, MC = a, ME = j) 

les courbes BCD, B'C'D' repr^senteront la periode de condensation du 
mouvement vibratoire et DEA'B'... la periode de dilatation. 



Le rapport — est 


egal a 




SlnTT-Y" 




siUTrm^ i — ar* 


1 ^ 

sintr— m 


•^ sinTT^ m(i — m»x*) 



Dans la ^g. 9, se trouvent construites les valeurs de — pour 
m = 2, 3, 4* S; on pent remarquer que : 

1 ® Pour 07 = 0, y=i, 01^2^ = 0. 



dx 

o 



a^ Pour 07 = I , am = o, sauf pour a, , qui est egal k - et en realite est 



PRODUITS PAR DES CHOCS DISCOSTINUS, ETC. agS 

egal a -: le son est done, dans ce cas, un son pendulaire parfatteinent 



pur; de plus, pour a? = i,-^ = o. 




3" Pour que y soil nul, il faul qii'on a'u tnx =^k, k etaiil dill'erenl 
dc I, car alors V = -1 et n'est pas nul. Done pour les courbes con- 
struites, on aura y = o : 

Pourni = 2 



T 



Pour n 



Pour/ji = 4, si ^ = 
Pour m =5, si 



1 I 4 

5* 5' 5* 



4° Pour que les deux periodes BD et DB' {Jig. 8) dims iesquelles sf. di- 
f rebranlenient so'ienl de meme duree, il faut que ^ soit 6gal a I'une 



39'^ ^TUDE 8UR Lt TIMBRE DES SOIffi 

des racines de I'equation traoscendante ^=i + C08-^t rjui esl satis- 

faite pour^ = i; les nutres racioes sont etraag^res a la question. II 
etait facile de prevoir le resultat auquol on devait airiver. 

5" En exaininanL les courbes eoaslruites, on voit que le deuxieme liar- 
inonique n'est jamais nui el reraporte sur tous les aulres; ces derniers, 
a partip de a- = o, decroJsscnl d'aiitant plus rapidement que leur rang 
est plus eleve; on n'entendra dune, en general, que le deuxii^me har- 
monique, a moins que les enlailles ne soient trbs-ecartees, retative- 
ment a leurs dimensions. 

in. Sons produits par une sirene dontla bo'Ue porle des fences eiroilet 
suivanl des rayons, el le disque des ouvertures reciangulaires . — Suppo- 
sons que le fond de la boitc d'une sirene porte des fentesetroites dirigees 
suivant des rayons, et le disque des ouverlures recta ngu I aires, en ad- 
meltant que le disque soil d'un assez grand dlametre. 

Soient ABCD, A'B'C'D',... {fig. lo) les ouvertures reciangulaires 




du disque; MN. M'N',... les ientes etroites de la boite. Posons 
AB = A'B' = ... = i, AD = A'D' = ... a, AA'=(/; 

soient eosuite v la vitesse de deplaeement du disque dans la partie oil 
sont percees les ouvertures, el h la largeur des I'entes etroites: en re- 
presentant par T la duree d'une vibration, et par -u celle de I'eliranle- 
ment, on aura 



Par suite. 



Y[t) = f(ah, de t = 



PRODItlTS PAR DES CHOCS DTSCONTISDS, FTC. a<)5 

en piaijaiu i'origine au milieu ile AB, et 

F(/) = o, de ( = - a ( = T-^. 
La courbe figuralive du mouvcmenl vibratoire serail done ADCB, 




A'D'C'B', . . . {fig- I i). On aura done 

, hah r*' , kahia ka/ib hsh 

(en lepiesenlant par s = ab I'aire de eliaque ouverlnre rectanj^ulairej, 

tnb 

ikah p7 ,nt , ikak ^"'" d 

A.= „ I cosarr --r <ll^ — ___, 

T ^ . I jt rti 



„ 2kah r*' . nil ,, 

B« = — ^ I Sin ir.-Y at^o 



DODC 

(-4) 



«- = A.=: 



X kak ' d 



Si I'oa mene la droile MNM'N' a une distance de XX' egale a 
A„^^ (/^. 13). (AB = 6. AA'=d.AB = &ah), les parties MDCN, 
M'D'C'N',... representeronl la periods de condensation du niouve- 
menl, el NBA'M', ... la periode de dilatation. 

Le rapport — est egal a 

mb 
sinir— T- 
rf sinnmx 

■' ~ b ~ msiititx' 

»,S,„„j 
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La Jig. 12 represente les courbes conslruiles d'apres les valeurs i\ey 
pour m= a, 3, 4. 5. On voit que : 



i" Pour x^o, Y = 



et 



dx' 



a° Pour X =: I, on a egaiemenl ^ = ± i; raais dans ce cas, si Ton 
cherctie separement u^ et «,, on les irouvu egaiement nu Is com me pour 




x=-o; en elTel, si les ouveptures reclangulaiics sont en contact les 
unes avec les autres, evidemment il n'y a plus de son produit. 

3° Si m est pair, le point ic— - est un centre de tigure; pour 
x= -±x', y a des valeurs egales et de signes contraires; si au con- 
traire m est impair, les deux valeurs forrespond antes de/ sont egales 
et de memes signes. Comme les signes n'ont aucune importance pour 
I'intensite des harmoniques, on voit que, si Ton remplace dans une 
sirene ainsi conslruite les vides par les pleins et reciproqucment. le 
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timbre du sod ne chaDgera pas. En efTet, les deux courhes qui repre- 
sentent la condensation et la dilatation [fig* ii) ont la nienie forme; 
par consequent, on pent remplacer Tune par Tautre, la nature du son 
produit doit rester exactement la meme. 

4^ Pour qu'un harmonique fasse defaut, il faut qu*on ait 

sm7rm:r = o, ou mx=iky ou x=: — ? 

m 

ce qui donne, pour les cinq premiers harmoniques, v= o : 

Pour/ii = 2, si x=z~\ 

a 

Pour m = 3, si j;=-»-; 

Pour m = 4, si j;=-7, 71 7: 

4 4 4 

Pour /ii = 5, SI x=^-z^ -zi -pt ^• 

5^ Pour que les deux periodes du mouvement vibratoire aient la 
meme duree, il faut qu'on ait 

T , d 

0) = — > ou 6 = — 1 
2 a 

c'est-a-dire que Tecartement des ouvertures soit egal a leur largcur, ce 
qui est evident. Dans ce cas, le second harmonique est nul avec tons 
les harmoniques pairs; les harmoniques impairs, au contraire, attei- 
gnent un maximum relatif encore assez considerable, car pour m = 3 
on trouve 



pour m= 5 



time 



r 


^^"^ 


3' 


r 


= 


I 

5' 


r- 


— 


I 



en general pour le ni 



m etant impair. 

Annates icientijiques de I'tcoh Normale superienre. Tome Ml. 38 
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IV. Deii.f ouve/iures rectangulaires glissant I'une devant I'autte. — 
Supposons que le I'onil ile la boile aiosi que le dlsquc portenl des 
nuverlures reclnnftiiltiireR e^aies. Suient AD = a, AB = i {fig. iZ). 




Ih liaiiLeui' et la largeur de cbaque ouveitiire; AA'=(/ la distance i!c 
Heux uuvertiires successlves, el v la vitesse du disque mobile dans la 
region oil se Irouvent les ouvertures. Prenons I'origine du temps an 
moment oil les otivertures coinc'ideot, el soil x= AM = A'E' = <7 la 




ilislanee d'un des bords des ouvertures mobiles au Ijord toirespoiidant 
des ouvertures fixes. 

On pouri'a poser [Jig- ik) 

F[n=.AxBaiE = /,«[6-,Tl, AKx:^oa x = h, ou bii'ii .l..(^oa/=-: 

pour les valeurs negatives de t {fig. i3), on aura 

FU) = /rxAFGD = Aa[A + x), i\e x = -b a x = i>, on Je/^-- a (=^u. 

Si Ton ciinslruil les eourbes represenlces par F(/). on obllent les 



I h. It OC a kab. 




deux dniiles AC. el RC. 'Jig. i')., UA einiit 



air:i do 


111' dans ce cas ; 




A. 


-^[J>- 


■)dj.-+J'{b~ 




_ /,ab' _ hb 


■n posanl nb — 


A^ 


-my- 


x)co?,^r.—T- d 




=^"X'-'' 


C0S2IT— 3- dx 




. , n>b 




B, 


= o. 




Done 


, on nur» 





Menons h droite DD' a une distance de XX' egale a A„ = A- = — ^ — » 
en posant (y?^. i5) OC = iab, 0B = 6, 00'= rf; la courbc figurative 
dii mouvenient se ramene a une serie de triangles DCE, D'C'E',... 
pour la periode condensie etii une serie de trapezes lels que EBA'D'.... 
pour la periode dilatee. Cetle Hgure esl relative seuloment :ui cas oil 

Ton a 3 <- ou rf > 26. Si, au conlraire, on avail rf< at, il n'v au- 
rait aucune iuterruplion dans la sortie de I'air. Dans ce cas, les deux 




irianglosont une partie commune A'MB (Jig- 16); dans cclic pariie, 
il foul snmmcr les ordonnees, ce qui doiine la droiic HI. I.n ((mibe ligu- 

36. 
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ralive ilu mituveiiient Jevieiitdonc la ligne briseeDCEIHD'C'E'rU',..., 
en apparence ires-dilTi^reDte ilc celie do la figure precedenle; mais si 
Ton mene la droite DE' parallele a XX' a une distance OP = Ag. on 
(ibtleiit comine preeedemmenl, pour la periode condensee, une serie 
de triangles DCE, D'C'E',... et pour la periode dilaleedes trape/es tels 

i|ueEIllD 

Le rapporl — est egal a 



Les valeurs de ce rapport sunt done les carres de celles du nieme 
rapport dans le cas precedent; on pourra done faire a peu pri-s les 
memes remarques : les courbes conslruites fy?^. 17) soDl un peu diffe- 
rentes; elles no font que toucher la lij^ne des abscisses et se relevant 














iiu-des3U3. Par suite, la droite parallele a I'axe des v nienee par le 
point x = - est un diametre pour toutes les courbes. Pour une iiieine 
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valeur de x, la valeur dey sera plus faible que dans le cas prec/'ilenl, 
et, par suite, les harmoniques superieurs sont, en general, moins in- 
tenses. Evidemment, pour a?= i, on a egalement «,„= o. 

11 n*est pas aussi facile de se rendre compte que precedemment de la 
symetrie des courbes, ou, si Ton veut, de la raison pour laquelle les 

rapports -^ et i — j donnent les memes valeurs pour — • Supposons 

d'abord le facteur £a = i; car il n'influe que sur Tintensite absolue de 
tons les sons simultanes, et non sur la valeur relative des divers barmo- 
niques. Cela pose, si Ton prend deux cas correspondant a deux valeurs 

-, et j,^ en admettant 5? = * "" ^» '®s courbesj^ — A© seront seniblables, 

et, par suite, correspondront a deux sons de meme timbre. 

Eln effet, etant pose ka = i avec t < - {/^g^ ^5), on a 

0C = 6, OB = 6 el OP = Ao=^'; 

dans le triangle DGE : 

Base. DE--: 26(1— -^V 

Hauteur CP = bli — -.\\ 

dans le trapeze EBA'D' : 



BA' - d 

Bases 



Hauleur A« = -=-■ 

a 



b b' 



Si, au contraire, on suppose -^ = -t- > -, on aura (fig. 16), dans le 
triangle DCE : 

Base 1)E = 26' ( i- jV 



Hauleur CP 



=''(-^)' 
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ej, (Jans le trapeze EIHD' : 



Bases .... 



(eu=..[.-^(,-^)], 



Hauteur . . IR 



= A.-IA' = rf^-^, 



b b' 

Or, si Ton admet 5 == ^ — j?* on aura pour toutes ces lignes ( fig. 1 3 ) , 



b 
, < 
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avee ^ < -' pour le triangle DBE : 



Base DE = --jr > 

a 

Hauteur CP = -t; ; 



pour le trapeze ED'A'B : 



Bases 



Hauteur A. =-7; 

a 



# 



et. dans hfig. 16, avec ■^> —> pour le triangle DCE : 



Base DE =^, 

a 

bb' 

Hauteur CP=:~-; 

a 



et, pour Ic trapeze ED'HI : 



Bases 






» 



Hauteur IR = —r- 



• t 



.■ ./, 
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On voil iloiic que Ton passera lie In _/?§■. i5 ii layfg-. iG, un mulli|i!iaiit 
lollies lea longueurs par le rapport -r- Les deux courbes (-tant seiii- 
blahles, on doil obtenir, daus ces deux cas, des sons jouissanl du iiii-me 
tiinbiT, uiuis avec des inlensites ;ibsolucs difTcrcnles. On pournt done, 
comme dans le cas precedent, remplacer les pleins par les vides et recipm- 
r/uement, sans que la nature du son obtenu change. Les iiiemt'S liarnio- 
niquessont nuls pour les memes valeurs de -, quedansle cas precedent. 

Pour que les deux periodes du inoiivement vibratoire aicnl la iiu'inc 
iliiree. il faut que Ton ait 



t'e qui I'onduil h I'equatiun 



(^^^ 



piiur cetti: valeur. on cllet, on a un son pcu diirei'L'iil d'liii son peiidii- 
laire, puisque le denxi^me hannonique, avec luus les barinoniijut's 
pairs et tous les harmoniques impairs, quoique atteignani un iniiir- 
inum relatif, sont encore assez I'aihles. 

V. Ouvertures en forme de losange sur le disijue el femes eiroiies sur 
la botle. — Snpposons que dans uue sirene Ic fond de la hoile soil mimi 
de rentes eiroites, et ie disque d'ouvertnres en forme tie losange. 

SoientAB^A el CD = (7 {y?^. i«) les deux diagoiialos d.' iliin|ui! 




losange. ct h la larf;eur de la fonU- I'li'uiiv par lai|iielle Tair s'eeoulc, 
h iMant suppose ires-pelil relativemcnt a h\ soicnt encore OP = x, el t 
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la vitesse de deplacement du disque mobile daDS la partie oil se Irouvent 
les ouvertures. Prenons comme precedemment I'origine du temps au 
moment oil la fente etroite se trouve en 0; alors on a 

¥{t)=: kah ? — de^ = oa^=:- 

b 2 



et 



^(t)=:kah — 7 — de ^ = a :r = o, 

' b 2 



En posant - = b\ on obtient 

F(/)= -j7- (6' — a:) de a; = o a x = b' 

et 

F(/)=:*^*(6'H-^) de :c = -6' a ^ = o. 



Ces valeurs sont identiques a cellcs qu'on a obtenues dans le cas pre- 

h 
b' 



cedent multipliees par le facteur p; on aura done, comme plus haul, 



. , mb' . , mb 
, ^, 7.kahd a ^kand nd 
('^^ ^'"=="6^ Jrr- = 1^b m^ 

La discussion de &.m se ferait exactement comme dans le cas precedent, 
en rempla^ant la largeur de chaque ouverture rectangulaire par la 
demi-diagonale de chaque losange ; seulement ici^ necessairement, on 
a rf> 26' ou rf>6. L'intensite absolue des sons sera forcement tres- 

faible a cause de 77* qui se trouve en facteur dans a^. 

VI. Deux ouvertures en losange gUssant I'une descant r autre. -— 
Supposons que dans une sirene la boite et le disque portent des ou- 
vertures en forme de losange. Soient ABCD, A'B'C'D' {^g. 19) deux 
losanges se recouvrant en partie; prenons Torigine du temps a Tinstant 
oil les deux losanges coincident compl^tement. Soient AA' = ^, AC = 6, 
BD = a. La figure AMCM' (Jig. 19) est un losange semblable a ABCD; 
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_aib-^ 



puisque \'C = b — r; 



'■"''*= Sfcf*^^''' de ^^=-0 a a: = ft, avec':.- = W (,Af,My. P); 



Flt)^ — {b + xy, de x=:-b a 



iJi8-^9-^)- 



V{t) [leiil (Iwnc elrp icpresenic paries ordoiinees (!e dciix paralioli-s. 

Fig. 11). 




Si OU = h {Jig. 30), la tourbc BCBD a pour eiiiiiilioii 



et la courbe CAE 



r = x5 (/'--)■. 



: ^_(/i-*-37)'. a\ec 0C = /(= - 




ces dpux courbes en Ire les points A etC pour I'line, C il H pour i'uutrpj 

Annates ir->nf|-/iy„ri rfe rf!to/r \orinalc •Hfiririire. Tnin.> VII. 3i) 
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represenie'nt F(/) de a; = — i a x = + b. On aura dont; 



/war , 
cosst: — :- «.T 



/ . iTmb 



(lone 



. y.izmb 
I — 



. had ib-r. m 

(17) 'Xm \ 



1: 



-' m' 



Si Ton inene la droite G'H' a une dislaiicc di? XX' <»gale a A.. = 



2hb 



^ ' ""■ 3// 

{/ig. 20), oil OC =z /i, OB = ft. Oa = — > HCG, H'CG' represeiileronl 

la prriode decondensation, et GBA'H' celle de la dilalation. Quoiqu'il 
y ait en C discontinuite. cependant la forme generale de ces courhes 
pent pcrmettre de prevoir que les harmoniques superieurs seronl pvw 
int<Mises. 

Le rapport — est ejj;al a 



9.1: nib 

2T:b m 

,/ d . 27:6\' 

m- 1 I J- sin — 7- 

\ ir.b d } 

les valeurs de j' pour m = 2, 3, /i, 5 sont eonstruites (Jig. 21 j. On voil 
que, si Ton pose ^ = a? : 

I® Pour J7 = o, r = I ct -7^ = o. 

dx 

2" Pour x= I et J? = -, J a les meines valeui's; en etfet, 
s\T\2nmx=: o, el v = — ,; de plus, pour 0?= i, on a ^ = o. 



J 



i 
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Pourquoi obtient-OD !es memes valeurs de y poui' -7 = - t^l -7 — ' . 
SC'esl-a-(lire quand les ouverturcs se touclieut. et (juatnl leur dislancr 
Itsl egale :i Irur largeur? 




i - = -, les ouverlupes sont a une distance egalc \\ Iajdiaguna1<> 

rdirigee dans le sens du iiiouvemeiit: la demi-parabolc A'C fait suil<; 
fiminediatemenla CB {fg, 20), el la partierectiligne BA' est suppr'imee. 



\^s^l 


\„ / 


'k y ' \ ■" 


■-\ / 


A .. V 





Fcomme on le reconnait ^/ig. 22;; 
^ibraloire est done la parabole 



la rourbe ligiii'aiivc dii iiiuuvi'JiU'nt 



39- 
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(oupee jtar la droUe HG' a unc distance dc ~ de soa soinniel; I'equntion 
de la paraliole rapporlee k la ligne HG' est, par suite. 



lure du disque en rccouvre toujours deux de ia boite, sauf quaiid il y 
a coincidence complete. Les paraboles CBD el C'A'D' se coupent, le 




point A' coincidant avee {Jig.20), comnie on le \oii/ig. aj; on a 
pour la valeur de^, par suite, 



r = p('— ]■- 



-(&■+ 2X' — 2bx), 



iiouvelleparabole qui, rapporteea sod sommet et aux axes liabiluels. a 
pour equation 



on a dans re cas 



hab 



el, par suite, I'equatioii de la parabole rapportoc k la ligne HG" devienl 
y.hx' h 



oourbe semblabic a la precedente, et semblablemeut placee par rap- 
port aux axes des coordonnees. Done, les courbes figuralives du mou- 
vement etant semblables. les sons produits auront le meme timbre. 
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'i^ L^Jig^ 31 fait voir que le deuxifeme harmoDique Temporle nota- 
blement sur tous les autres, qui decroissent tres-rapidement et con- 
servent eusuite unc valeur sensiblement constante, quoique tres- 
faible. Le minimum du deuxieme harmonique parait correspondro a 

- = a: = 0,64 environ. 

Or, si Ton cherche la valeur de ^» pour laquelle ies deux lignes HG 

et Gir {^g. 20) ont la meme longueur, on trouve qu'il n'y en a aucune. 
En effet, pour trouver Tabscisse du point G, on est conduit a resoudre 
I'equation 

9. 






On doit poser cette valeur egale a^i co qui conduit a Tequation 



- _ 4 /- A* — i 



et, en posant -% = z^, on obtient Tequation du troisieme degre 



'■-\A"*\\A=- 



equation qui n*a qu'une racine negative reelle; mais le premier membre 

est minimum et tros-voisin de zero pour z = i/| ou -^ = |; pour cette 

valeur, les deux periodes dans lesquelles Tebranlement pent etre de- 
compose sont aussi voisines que possible de Tegalite. Or cette valeur 

de -J = ^ = 0,66 est tres-voisine de celle pour laquelle le second har- 
monique atteint son minimum. 

VII. Ouverlure triangulaire ei/ente etroite. — Seebeck a etudie par 
I'experience ce cas et les trois suivants; quoiqu*il n'indique aucun 
resultat bien net, j'ai pense devoir y appliquer egalement la theorie 
gcnerale. Supposons done le plateau de la sirene muni d*ouvertures 
triangulaires et la boite de fentes etroites dirigees suivant des rayons. 



tTUDIi SUB LE TIMDItK DKS SOWS 



Sutent ABC ifig-tk) une des ouvertures triangulaires du disque, 
line (les fentes Olroites. k la largcur de cetle fente. a l» base AB dii 




liiaiiglc, el Cn = h sa hauleur, entin :r = DK. avee .r — r/. On aura 
jtar siille 

!);ins iii//^. 35 se Irouve Iraeec In coui-hu figuratiNe dii nioiivciiient 




vjliratoiie. en posanl \W = kali = t\ AC = /> el W ~ d. On ynra 
ainsi 



A. = 






c)cosaT:-^</j 









,-,„l, •■ ,1 , 



<Ji r,. . itir . huh I 
;- I (6 — arisiiisr — r-dr— I 

IIOTIC 

«;, = Ai •^ Ri , 
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SoienI ABC [fig. ^4) uiio dcs ouverlures Iriangulali-os du disque, MN 
imc dcs fentes ^'troites, h la largeur de telle fente. a la base AB dii 




triangle, et ("D = b sii liauleiir, enfin r = DK, avfc ,7' = vl. ftn aura 
par suite 



hiins \Afig. 25 se Irouve tracee la courbu figurative dii niouvcmenl 




vibraloire. k\\ posant \V> = kali=c. AC = i et AA —d. On aura 
ainsi 

^ _ laM, _ W. 

. i.hah /•* , , m.r , l.alul ''"''" If 

Arf Jq '" ft ■ ~ mr \ ir.mli '' 7l J 

Don. 



[ml> 
,, sin'n — ;- 
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Ell meuaol la dro'ite MiN' {fig. 25) a la distance K„ de XX' (AB — c, 
AC = b, A« = 2(/). les triiingles MBN represenleront la per'iode de 
condensation, el NCA'M' celle de dilatation. 

La fig. 26 represenle les valeurs de — pourm = a, i, 4- 5. 

On pent reinarquer : 

1" Que les liai-moniqiies superieiirs sent en generyl assfz inU'risy.s, 




ce qui provieni de la dlsconlinuite du inoded'ebianlenient; h; deuxii'ine 
Temporle sur tousles aulreset a son minimum pour^ = o.63 environ; 
les auli'es decroisscnl assez rapidement, qnand -. augmente, el nv va- 
rient plus que dans de falhles limiles. 

a" Quand -. decroil, B,„ devient tres-petit relativemenl ii A,„, ()ui 
devient constant et egal k 2 A^. Par suite, si les ouverlures sont ires- 
eloignees, on oblient les memes valeups pour — que dans le cas de dens 
rectangles glissantl'un devanl I'autre. 

l" Si I'on clierclie la condition pour que les deux periudes du mou- 
vement vibratoire aieiit la meine duree, on troiive que I'on doit avoir 



-^ = i: or, dans \9i fig. 36, on voit (]ue Ic minimuiu ilu rieuxicme liar- 
monique a lieu pour -. = o,G3 environ. On nc rolrouve done plus la 
i-oincidence observee dans tous les autres cas: e'est la seule exception 
que i'ai observie. Elle pourrail peul-elre s'expliquer par ce fail que. 
pour J = o, A_ ^ o et Bn, = — » el que, par suilf, pour celte va- 
leur. la I'onction — a une loul autre forme rpip pour lis iiulrrs vnleurs 
de -j- De plus, pour celte valeur 7 = " . Ic trapeze NCA'M' {fig- 25) 
est remplace p^r un triangle. 

Si Ton suppose le triangle placi- en sens inverse, dc Itdk- sorle que 
I't-branlement augmentc progressivement pour finir bnisquemenl, on 
reronnait que A,„ conserve la meme valeur, landis que B,„ rliatige de 
sigue; par suite, a„ ne change pas; il n'y a de dilfercnce que dans les 
pbiises des harmoniques, ee qui n'intluc niiUeinenl sur le timbre du 
sou produil. 

VIII. beax ouvertures Iriangulaires gUssanI I'une devanl I'aulre. — 
Supposons laboile dela sirene etie plateau munis d'ouvertdtes Iriangu- 
laires dirigees dans le meme sens. Prenons roriginf du leinps a I'in- 
slanl oil les ouvertures coincident rompletemenl. 

On aura I fig. 27) Y(t) = k ye. MCN pour les valeurs negatives, el 




Ff/)^>t-xM'N'r pour / posilil. Smerit AB = «. i)i.= b. (;C'=CC = 
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avfc jr = w. On ;iura 



(:p = t- 



lIullL 

et 



F|'l = 



HN= ' 



(i^ 



Surf. MCN = 



()p X ^=~- fi ii x = 






Oil a duiir i-\ai' lenient les memes fonnules que dans le ciis du deux 
liisanges glissiinl I'tin devant Taiitrc: les harmouiques auioiiL dune lis 
ineines inten^;ites rtdalives. 

IX. Ovua- ouverlures Inangulaires gUssa/il en sens conlrmrc. — 
Si lit boitc de \-d sirene ct le disque mobile porlent deii otiverture.s 
li'ian^ulaires disposees en sens inverse, prenons I'origine du lemps ii 
I'instanl ou ies uuvertupcs sont dans la position relative ABC. .\"B"C" 
{/ig. ^M et 3f) ), c'est-a-dire quand les Hommels et les bases sp tonciipni. 





Suieut AB^«, (:C'=:/j. ;t;^(:D=C'C"; dea^^ — 6 a o^— o, I'uuver- 
lure |iarlaqtiellf I'air s'ecoule s la forme d'un losange CMC'M' (y%. 28); 
de ^ = a a:=zb. elle a la fonne d'un ilonble liapl'ze NMPP'M'N' 
(Jig. ag). On iiuia done 

r(0=A'Xr,MC'M', d." x=~l> a r^o, avec x = vt, 



F[/) 



lut 



(i + -r)", 



t 

F(/) = AxNMPP'l 



(4 + 3a-)(i-i] = 



-44 
de x^o a x 



zbx— 3.x'), 
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K(/) = —[tt^xf rcpresenle une parabolc telle (|ut' APB (fig. 'io;. 
<:n iirenant OB = A---, F(/) = ^(6" + 26a; — 3a:*) represente uiif 
secoiiilp p:ir:il)olp BCD, langenle en B a la premitre. et a%'ef uti para- 





Ne- 30. 




■ 




■ 






^HHJ^^I 


^^BBB 




^^^^B 



iiii'lro trois fois muinilre; la courbe tiguralive ilu iiunivt'iiifiil est ilonc 
AIICD. A'B'C'D'. 



Par suite, nil aura 






j_{b'^f.bT -'ix')dx\ 



lf-x')dx=!^. 



(/»-^,r)'c 



- dx+ / (6'^-i4a-3j-'lc 



-^x* 



^[L 



(ft + .rr-^ 



-dx+ i {b'-r-f-bx-Zx')': 



7.zinx , 1 






am'Tr'xTrmft f/ 
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Vu Ui L'oniplicalion des valeurs de A„. et de B,„, 11 n'y a aucuiic siiii- 
plilkallon a chercher ['expression de «,„; il vaut mieuK I'alcutcr scpa- 
renienl A' et B' . On a ainsi 



y-m^-^'^-'0 



^)' 



En inenaQt la droite PN' parallele a XX' {Jig. io] a uiic disLuiic<- 

*• = TT = ^^r^ = o"' °" "''■ = T' 0" = *• 0"'= ''• '" P»"''- 

PBCN representera la p^riode de condensation, et NDA'Pcelle df 
dilalatlon. 

Daiis la fig. 3i sc trouveni conslruiles les coiirlies qui represcnlenl 




— ' pour les ^ak'urs do rn = •>., S. 1\, :>. Les li»iii]ottii|n('! 
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siiperiours sonr en general assez faibles, sauf le second, et deeroissenl 

ii parlir de y = o, el d'aiUant plus vite que lour rang est plus eleve. Le 

rinquiiMue a dejii une amplitude si faible qu*il pourrail a peint; etre 
en tend u. 

On reeonnail <|ue pour . = o, on a — = i et -j- = o. 

Pour . = I , on a B;;, = o; par suile, A„,= '—r--,'^ ^" obtienl done 

les memes valeurs, au signc pros, que dans le cas de deux losanges ou de 
<leux triangles <liriges dans le meme sens : dans ee dernier eas, en ell'et, 

si -7 = i» on a, a cause de la superposition des deux courbes [fig. 2'i,, 

F(/)z=^{t=-oZ»jr-f-2.r^); 



v\\ posant ' = h\ et en prenant pour axes des coordonnees la ligne 

. hah ?./j . b !• i» •. • ' 1 ... 

V = A„ = -77- = -^ et X = -9 couime on I a tail preeedemment, cette 
equation devient 

si les triangles sont diriges en sens contraire, pour -7 = 1 on a 



>•= yrl^'H- ?-*-^ — 2.rM 



equation d'une parabole; en posant -^ = h\ el prenant pour axes 
des coordonnees y = Ao = -^» et x = -, cellc equation devient 

kab hax' . . A' 2/1'jr' 

Or, pour deux triangles dans le memo sens, on a obtenu dans re* ras 



Les deux courbes son! dirigees en sens inverse; de plus, rinlensile 



i 






t 
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ybsoliie ii't-sl pas ta meme, puisque h'= -; mats conimp tliins h I'l /<' 

t'tilre If coollicient k, indeterminc, II en resulte que les sons olileniis 
seronl les memes, quant au timbre, mais ii){>lns intenses, quanil It-s 
triangles sunt lournes en sens contraice. que quand ils sont (liri};i's 
(tans le nienie sens. 

Ces consideralions soni du reste purement tiieoriqucs, puisqu'on iii^ 
pent realise!' ee cas dans la conslructioti de la siri^ne, les ouverliires 
sufcessives devanl se toucher sans aurune interruplion. 

X. Ouverture circulaire el fente itroite. — Suppusuns que le I'ond ilr 
la buite dp la sirene purte des fentes elroites el le ilisque des ouvertnres 

circnlaires. 

ViE, li. 




Suit AB la lenle i-lmite [fig. Vi): on aurn 
F(0 = /''X ABx/i. 
It clanl ta litr^-eni' de eetle .ente; done, 

in pusaiil OC = j:. OD = R. el x = vl. 




unrt'llipst* i/tg. 33j. doul I'equalion est 

F(0=.v=a/.7iv'R^ 
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o(i, en posaiit '^kh = a, 



-^ ^. — I . 



a'R= R' 

On aura par suile : 



A.. ~- -- I 2/i7i R i / I — rr: aj: — — :>- ? 



3Cn, !\ i„ - 



Pour ohtenir a„„ il faut developpcr en serie Texpression a inlegrer; 
Ic mode le plus simple de developpenient consiste a rcmplacer le rosi 
nus par la serie en fonclion de Tare. On aura, par suite. 



\hh R 



-hR / -.: . /^^„.\: /•- R 



(lliacime de ees quadratures s^eflectuera facilement si Ton pose 



i/i — jt:- COS9, d'oii jr = Rsinv, rfjr = R rosc^rfr; 
aloi> 

/ 1/ ' 1^7 .r'*^.« -" R^* I 'cos-9 sin-*9rf9 

= R'*^ [ { 'sin^'^jprf-y— / 'sin-*^='j^9 j. 



Or on snil que 

1 .3.5. . .{ik — i)r 
2.4*6. . .2/f' 2 



Jsin"'q/rf5> ^ 



l)oii« 



1 .3.5. . .(2 A — i)_ 



J . ^ ' 2.4.6. . .2/ 



I. • 
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Par siiile 

r *" i/TTf! ^a*rf^ := R,z^.^[ '-3.5...(2/r- .) _ i.3.5. ..(2A -+- 1)! 
,'_. K V '^* tx.4-6---2/r ?..4.6. . .(9/1 -»- A)J 

_^D24+. » -3. 5... (2/1 —I. 
2.40.. .9-/1" .(2/r -I- 7) 

Done on uiira 

4A7*lir7rR I I /a7r/w\' ,. 1 i.3 f^.Tzm 



^m 



F ttR I I / aTrm V^. 1 i.3 i?.Kmy 

I?. I.22.4\ ^/ /' i.2.3.42.46\ c/ / 

1 .3.5 /27rmY_ , I 

74.6.8^"^; '•" "^ "J 



1.2.3.4-5.6 2 

7*K 

ou bien encore, metlanl -^ en facteur, introduisant le diamelre A du 

2 

cerele, el faisant diverses reductions» on arrive a 

/ /i A ttA' r I I / TrmA V 1 i / ttwA V 

*" ~ 2flr I I I.2\ 2rf / I .2 1.2.3 \ 2(7 / 

, , 1 II /r/iiA\* 

J l.2.3l.2.3.4\2f// 

H_. »_... j (!i^\ 

1.2. 3. ../I I .2.3. . .(W H- l) \ 2rf / 



2N 



(leltc serie est peu convergenle, quand m devienl considerable, el 
Ton est oblige de prendre un grand nombre de termes, et de ralciiler 
dans ehacun d*eu\ un grand uoinbre de cbilTres. 

Si Ton mene une parallele a XX' a une distance Ao= '-^^-1 — (Jig- >^j, 

la parlie MCN represcnle la periode dc condensation, el NBA'M' cellc 
de dilatation. 

Dans la fig. 3/| se Irouvent construiles les courbcs qui donnenl les 

valeurs de — pour m = 3, 3, /j, 5; leur exactitude pent laisser un pen 
a desirer pour les valeurs de -j voisines de i . On peul reniarquer que : 

if a 

I*' Comme dans tons les autres cas, pour -^ = 0, on a ~ = o ci 
— = o 



ii-tO . KTLDE SUB LE TIHBRK 1)ES SONS 

a" dmtjue liariiioiiique [las'^e pr o, un nonibre He fnis iii:ii'i|iie pnr 
son ran" ilHiiiciiir' iriiiu' iinile. 




i" Lc deusieme liarinoniijue esl nul pour -^ = o,6i. I'our qui! y 

ail egalite enlri- les deux purunies de rebranlcmenl, il faul iTsoiidre 
r equation 

ou liien 

-"a* — i6x' + 4 = 0- 

<Jn li'uuvepour j: la vylt-ur o,jjj, valeur peu eloigiiia- dc ceilc o.Gi , 
pour laquelle ledeuxieme iiarinonique esl nul. 

4" On peul reniarquer unc cerlaine analogic enlre lt;s courbes obte- 
nucs dans ce cas, el celles qui torrcspondeiil a un rerlanfjlr el une 



^ 
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leiile elroile {fig- \i), surtoul quand les ouverluies sont assez eloi- 
gnee-s les unes des auli-es. Les coiirhes derroissenl ici un peu iiuiins 
rapidcment : ceci demoiilre qu'approximalivement on puiiirail icm- 
placer les eercles par des (.-arres inscrits. 

XI. Deux ouverlures circtilai res glissanl V une devaiit i auln . — SoienI 
O el 0' k's centres de lieux ouvertures circulaires placees sur le I'oihI 
de la boitc d k' plateau di! la sirene [fig.^^]'- I'air s'l'Couli' par la 




siirlacf cuiniiiune aux deux uuvcrlures ACBU. On pourra doiit puser 
F(0 = /iX ACBD. (le a: = — A a .T= + A. 

ei) represenlanl par A Ic diamelre des ouvertures, par x la dislaiKt; des 
tentres el posant x = vt. Or la surface ACBD est egale an doubk- ile 
la surface AEBD, qui elle-menie est la difference du secteiir AOBD et 
dii tiiaiifik' OAB. Or OE — -; done on aura 

Secieur AOB ;= K' arc cos -^r» 
Triangle AOB = | i/n' — j ; 

pDur les X negatifs, on anrait 

t'(/)= — AJt: — ore cos T ) H- -i^ \/i— -r: ' 'le x — — ^^ x =o. 
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Par suite, on pourra poser 

2/1 A' r / X X I «»\ ma: , 



>/n 



B/« = o. 



Inlegrant A,„ par parties, on arrive a 



- 2/fA 

Km ^=^OLm^^ 

m 



mx 



^ C I x^ , mx , 
-- I 1/ I— -r; sin27r— J- «x. 
TT Jo V ^' d 



Developpanl sin 27:— en serie, on a 






ttX \/ ' a4. d ^ I.2.3V ^ j 1.2.3.4.5V d J-" -] 



On Irouve, par la methode employee precedemment, 



X V A' 3.5 7...(2fr-f-i)(2A-f-3) 



el 



( v'-£^''^=i- 
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one. on aura en deflnilive. 



' 3d 



,ic^f- 



3.5.75.7.9 V 



^3.5.7...[a/,- + i) 5 7,().-.{2/, +3) V '' ' I 

Celle serie est iiioins convepgeote que la pretedenle. ut, a iiioins ile 
nilculer chaque tcrme de la serie avec i\\\ it ilimze chifTres, on rie peiil 

oblenir la valeiir tie «„, pour des valeurs de -j et de m un pen grandes: 

je n'ai pu conslruire, par suite, que les courbes I'urrespondinitrs a 
m = a etm — 3 {/ig.'iG), n'ayaiit pas de marliine a calculcr- pernielUiiit 
d'ohlcnir plus di; six chiflres. 




Si Ton coiislruil la coiirlje reprci^eiJlee ji;ir Vjj. 1.11 olil 



4^W'^^i'- 



• fir dy 

pour iT = o, on a -^ = — 2, et, pour y = o, ^ = o- 
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I.ii coiirbe aiiisi oblenue {^g. "ii) (HfTere peu d'une ligne Jn.ilr il;ins 
line grande partie de son elendue. AB = ^^; on a 
a* A' 



t'l. 



/A 



, on aui'ii 

A,= 



3d 



iU " 



'"rf- 



en incnanl line panillcli? ii XX' a cette dislanoe, EBF ie|iresenU'ta la 
perioile de comtensaliidi ol FC.D'K' celle de la dil;itatiun, 

Fl|i. 3;. 





■ 








e liarinonic|UL' n son minimiini 
ililioii [lOur que !es deux peri 
m^mp duree, on est conduit a 


1 vers o,!^l'\ e 
odes du niou 
iTsoudre l'('( 



\/-^r 



ou, en po^aiit j 



iepaiemenl li's deu\ courbes 



'=55' > 



r-^vT 



on reconnai 



I qu'elles ne se coupcnl pas, mais que leur dislain 



lininiuiii pour x = 0.42/(9, ce qui donne -j = o,58S, valcu 



peu 



rente de celle qui eorrespond au mininitim du deuxieine lia 
niijue 0,54. 



■e eal 
difie- 
rnio- 
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Si dans les deux cas precedents, on remplace les ouvertures cipcu- 
laires par des ouvertures ellipliques, on arrive k des formules presqiie 
identiqueii, el qui ne different des precedentes que par un coeffi- 
cient constant, ce qui demontre que les harmoniques suivent exacte- 
inent la meme marche que dans le cas d'ouverlures circulaires. 

Par suite, on voil que, dans la sirene ordinairemenl employee, et qui 
est munie d'ouverlures elliptiques, on devTS. pour obtentr un sou 
aussi rapppoche que possible d'un son pendulaire, placer les ouvertures 
a une distance telle, que leur grand diamelre soil environ un peu plus 
de la moilit' de la distance des centres, ou bien que ce diamelre soil un 
pcu plus grand que la partie pleine du disque qui sppare les ouvertures. 

En resume, si Ton compare entre elles les courbcs qui expriment le.s 
valeurs du rapport — > pour les divers cas qui out elc examines, on 
remarquera que : 

1° Dans tons les cas, pour ;5 = o, — =o, c'esl-a-dire quand les 
ouvertures sonl Ircs-eloignees par rapport a leurs dimensions, les 
amplitudes des liarmoniques devieonent egales enlre ellcs. 

3" Dans cinq cas seulemenl, chaque liarmonique devienf nul pour 



d'un son pendulaire {^g- 6, p. 289); quand le fond de la boite de la 
sirene porte des fentes litroites et le disque des entailles en forme 
de sinnsoide (Jig. 9, p. 293), ou bien des ouvertures reetangulaires 
!Jig. 13, p. agfi), ou circulaires {/ig. 34. p. Sao), et enfin quand le 
fond de la boite et le plateau portent lous deux des ouvertures rec- 
langulaires (Jig. 17. p. 3oo). 

De plus, chaque barmonique devient nul un nonibre de fois marque 
par son rang diminue d'une unite. 

3° Dans les aulres cas, aucun barmonique ne devient nul, quel que 
soil recartemenl des ouvertures; mais I'amplitude de cliacun passe par 
un certain nombre de maxima, marque egalement par le rang de I'bar- 
monique diminue d'une unite. Seulement les maxima el les minima 
deviennenl de moios en moins differenls, k mesure 1 



rbnrmonique est plus eteve. 



rang i 
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4'^ Les liarmoulques super'ieurs ont I'iiUeDsite maxima dans le cas 
d'une ouverture redan gulaire et d'une feate etroile, et teur intensite 
minima dans le cas de deux losanges on de deux triangles en sens 
inverse: quand il y a une ouverture de forme quelconque avec une 
fente etroile, les harmoniques sont loujours plus intenses qu'avec deux 
ouvertures de meme forme. 

5" Dans deux cas, les sons conservent le meme timbre, si Ton rem- 
place les vides par des pleins. et reciproquement : c'est quand le disque 
porte des ouvertures rectangulaires et le fond de la boite des ouver- 
tures de meme forme ou des fentes elroites. 

6° On remarque la plus grande analogic eulre les figures dues a la 
moitie d'un son pendulaire et celles qui repondenl au cas d'une fente 
etroite avec une ouverture circulaire; I'analogie est moindre pour une 
fente etroite et une ouverture rectangulaire. Les courbes figuratives du 
mouvement, demi-sinusoidc, demi-ellipse et rectangle, presenlenl en 
effet une certaine analogic generale de forme, surtout par leur mode de 
terminaison. 



MODE D'EBRANLEHENT. 


i, 


-«■»"""" — « 


mSOBE BOBILk MU:i[ DE 


" "";;"'"" 






Enlailleaeiidemi-siniisoidBs 
Id. ensinusoTdes 

Id. triaagulaircs... 

Id. circulaires 

Ouvertures rectangulaires. . 
Id. en losanges.... 
Id. Lriangulaires... 
Id. circulaires 


0,75 

0,5 
oM 
o,Ci 
0,5 
o,65 
0,60 
o,58 


o,,1 

0,555 

0,5 

0,666... 

de 0,5 a 0,7s 

o,S88 


Id .... 


Id 


Id 


Ouvertures reclangulairea. . 
Id. en losanges. . . . 
Id. Iriangulaires... 
Id. circulaires 



7" De meme il y a assez d'analogie entre le cas de deux ouvertures 
rectangulaires (_/?§-. 17, p. 3oo), deux ouvertures en losanges (^g. ar , 
p. 307), deux ouvertures circulaires (^g. 36, p. 323), un triangle el 
feme etroite (Jig. 26, p. 3ii), et deux triangles en sens fontraire 
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{Jig.?>i , p. 3i5). Danslescourbes figuratives du inouvemenl.onlrouve 
le plus souvent deux courbes ou deux droites coupaut I'axe des ar sous 
un angle variable, parfois nul, el presenlant uii point oii il y a discoii- 
(inuite daus la courbure (intersection dc deux courbes ou droites]. 

8" Le minimum du deuxieme barmonique a lieu, le plus souvent. 
quand le rapport dc la largeur des ouvertures a leur ecartemenl i-sl 
compris entre o,5 et 0,7, comme le monlre le tableau prcccdenl . 

La condition pour que les deux periodes de I'ebranlement soienl 

egales en duree, donnent pour -j des valeurs qui different peu des dor- 
nieres, sauf dans le cas d'un triangle et d'uoe fente etroite. Dans le 
tableau : on 3 place ces valeurs en regard des preceilentes. 



III. — Sons pnidiiits par deux ebranlenivnts a des distnmex 
dlffi'rentcs. 

I. Deux ebranlemenls de m^me nature. — Supposons que deux cbrati- 
lements differeuta, lous deux dans le meme sens, se succedent period!- 
quement; quelle sera la nature du son produit? 

Suit F(/) undosebranlemcDtsrepresenle par la courbe ABC {Jig. 38). 



«l y (/J le second, represente par la courbe DEF, en prenant les origines 
des coordonoees en A et en D pour cbacune de ces courbes; soient en- 
core T== AD rinlervalle des deux ebranlements, et T^ AA' la periode 
du mouvement vibraloire. On a 

Fl,)=A.-.^;[..c„.„=ii£=&!|=A,+2;(A.cos,.:2^-.B.,i„..?|^), 



„-„=A:.^:[<e„.,,"l'=i^]. 
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Soil 4'('J le mouvement resullant; on aura 
a\t'C 

< = a;, + Bi. «;'= a;; + b:,': 

tl'oii, en developpant et en posant, pour abrej^er, ■ '^ - ~ w, 



o(0 = 



^^.r cos«(A.-.A;cos^J^-Bisinl^)l 

iji I . /„ ., . 27tmT _, a7cmT\ I 

I + smH(B, + a; sin— = hBi^cos— ij. 1 I 



Par suite, on aura 

[3u' «1= a^+ «i'-t-2 cos— 



— (b„a;,-a.b;}. 



Si Ton adnifl que les deux ^branlementsdeviennent idenliques {^g. 39), 
I'equalion (3o) donne 

(3il (il = 4a^ci 

el foil a 



ou «■ = a a„ cos - 



4-(0 = 2A,+y 2a«c 



DiscutoDS la valeur de a„, et examinons les principaux cas qui peu- 
vent se presenter, suivant les valeurs relatives de t et de T. II suffit de 
laire varier ^ de o a -: car les valeurs ^ el < — ^ '^onnent les memes 
valeurs absoliies pour a„, ce qu'on reconnait, du rcste, dans lay?^. ^9, 




puisque (AD — t et [l.\ = 1 — tj reinplitccr ^ piir ' — j revienl a dp- 
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placer Torigine de A en U, changement qui ne peut nullement influer 
sur la valeur des coefficients, ni sur la diflerence des phases. 

1° Si AD = T = o, chaque ebranlement est double; on obtient le 
ineme son avec une intensite quadruple. 

A mesure que r augmente, le son fondamental diminue, ainsi que les 

premiers harmoniques; seulemenl, comnoe ce terme, cos-—? varie 

d'autant plus rapideinent que m est plus considerable, certains harmo- 
niques disparaissent, puis deviennent plusiours fois maxima. 

2** Pour que Ton ait a„, = o, il faut que ^ suit egal a — — —■--> ou 

Ts; = : ce qui donne 

1 am ^ 

Pour m =r I , ~ = - ; 

I 2 

Pour m = 2, Y "^I* 

Pour m= 3, ~ = ^, -; 

J b 2 

Pourm=:4, Y'^g'S' 

n £, T I 3 I 

Pour m =: 5, tf =^ — » — ' -'• 

T lO lO 2 



et. en general. 



3 



2m 2m 2m 



Si m est pair, la derniere valeur est ? el si m est impair, on obtient - • 

* 2m * 2 

mr 

T 

/r 



^" Le coefficient de oLj^ passe par sa valeur maxima si Ton a -7|t^ = ^ 
ou ^ = —^ ce qui donne 

I m * 



Pour m — r, ;J7 — o; 
Pour m = 2, ~ = o,' - : 

i 2 

Pour m =3, ^ =°' 3' 

Annalei icientifiquei d< I'icoh Normale superienre. Tome Vll. 4^ 
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Pour m = 4, ^ = o, j» -; 



Pour m = 5, ^ = ^> 5' 5"' 



et, en general, 



T 12 3 

T m m m 



m — I 



Si m est pair, la derniere valeur est -; si m est impair, c'est 

4*^ Pour ^ = -» on n'obtient que le son 2 avec ses harmoniques; les 

coefficients ^2, a^^ ae«... sont exactement les memes que si, dans les 
formules fondamentales (3) qui donnent A,„ et B;„, on rempla^ait T 

par -\ on obtient, en eflet, de cette fa^on 

A« = 2 A,«, B« = 2 Baa,. 

T 

En general si, dans les formules (3), on remplace T par -9 on a 

km^P^mpy Bm = pBmp Cl ttm^ pOLmp* 

Done, si dans la serie de Fourier on considere les divers coefficients ol^, 
OL<iy ct^, «4,..., a,„, les coefficients aj, a^, a,,..., (x.^m reprdsentent les 
amplitudes relatives du son fondamental et des harmoniques^ si V inter- 
valle des ouvertures devient moitie moindre; les coefficients ol^^ ol^, a,, . . . , 
a,,;,, ceux qui sont relatifs au son ohtenu si cet intervaUe est trois fi)is 
moindre^ etj en general, les coefficients «p, aap* «3p> • • • » «/w/»» ceux qui 
conviennent au cas oil cet intervaUe devient p fois moindre. 

Comme Ta fait remarquer Seebeck, on enlendra done plusou moins le 

son fondamental, ou son octave aigue, suivant que ^ sera plus ou moins 

voisin de i ou de -• Si ;i7est voisin de -» sans avoir exactement cetle va- 

2 T 2 

leur, les harmoniques pairs son t^tres-in tenses et, par leur coexistence, 

donnent la sensation de Toctave du son fondamental; cependant il est 

facile de faire voir que Ton pourra encore entendre en meme temps 

d'autres harmoniques impairs, car le rapport de leurs amplitudes a celle 



i 
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iIli son l'oii(lament»l est multiplie par le rhifTre corTesponduiit a leur 
rang: prenons, en eiret, le rapport — : on a 



Poui'j^^-j ce I'apporlestinfinisimesl pair.i-lcgal ii -- si m est impair. 

DoDC, quoique pour m impair a„ soil tres-faible, on poui'ia enlenclr*" 
puur^jr* pen difTi'ient de-i avec I'octave aigue. d'aiilrcs liarnioniqups 
impairs de preference aii son fondamental. 

Li ^g. ffO, oil se Irouvent conslrnites les rourltes _r = a cos ^. 




57rr 3jrT At:^ 5rr . ... 

2C0S-S;-' aeos-Tp' acos^—' ai-os-^, monlri; I'omiiieiil vane le 

coefficient de a,„ pour les cinq premiers hariiinniqiies. en I'aisiint varier 

;^ de (I a -- 

XI. Deux ebraniements de sens vonlraires. — Supposons que deii\ 
eliranlemeiits de sens contraires se suocedent perlodiquement; suieiil, 
comme precedcmment, F(/) et f{t) ces deux ehranlements {fig. ^i): 

4=- 
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en prfiianllosoriginesen A el D. si t = AD, rintorvalle iles ilciix ebrjiti- 



leinviUs, on um-n, pu 



:' ii^ iiioiiveiiienl rcsiiluiiit, 



-4- 



[|32) <-« 



-{A-n;^-B,.\:^. 



Si les deux ebranlemenls deviennenl idenliques, on e 



(3a) 



W) = 



II suffira, pour disculer les valeurs de a,„, de I'aire varier =■ de <> a - 
puisque rpmplycer^jrpar i — =r revient a cliangi-'i-rorigine des eooidor 
nees, de A en D, coiiniie on !e voil dans \ii Jig- 43 




i" Si Y = o, \e: son fomlanu'iital iM lous les IninriDnnint's smil iiuls. 
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(iijis(|ue les deux ebi'uiilements se detruisenl; de m^me poiirT= = i. 
a" A mesure que ^ augmente, raiiiplitude de tous les sons croil en 

iiieme Icmps, mais cetle des harmoniques superieurs d'autanl plus ra- 
jiidpmenl que leur rang esl plus eieve: en effet, Ton volt que le rap- 



port - 



"^T 



■ pour 



= o. Done, a moins que «„ ne 



soil irop fnible. on pouria entendre, si ^est peu differenl de o, les liar- 
inoniques superieurs de preference au son fondamenlal. 

V Si j esl egal a l.t duree meme de rebranlement, et si, de plus, 
i-liaque son est forme de la moilie d'uu son pendulaire, on obtienl 
I'ellrt prnduit par des sons pcndulaires isolcs les uns des autres par des 
iutervalles de silence plus ou moins grands. En prenant pour a„ la va- 
leiir dounee par la relation (i3), on oI)tient 



-4m'; 



-4'W'; 



Or si, comme on le voil dans \^fig- -\'i, on pose I'a 

FiB- ^3. 



I:i duree AE totale du son pendulaire, on a pour ««, 

(34) a^--— -~ sinTT^jT-- 



<«llH forniule ne dillere que par le coefficienl -t^ et i'abseiicp 
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coeCOrieiit — de celle (i5) qui correspond au cas deja eludie du son 

produil par une sireiie dont le disque porte sur le bord des entailles 
en forme de sinusoides. Si Ton etudie la forme des courbes 



on leconnajL qu'elie differe de celle des courbes de lay'g^- 9 en ce que, 
pour la meme valeur de-=r' I'ordonnee est ici multipliee par m. 11 e» 

ri'sulle done que, pour ■„ = o, on zy^m, au lieu d'avoirj'=i, et 
que les inflexions des courbes seront plus accentuees. II est facile de 
I'omprendre, du resle, pourquoi les liarmonlques sont ici plus intenses 
que dans le cas cile plus haul, Dans ce dernier cas, la coupbe figurative 
du mouvcment {fig- B) est moins discontinue que dans le cas de soum 
pendulaires isoles les uns des autres [fig. ((h), puisque ici Ao — o. et 
on ue peul, d'aueune fagou, relier les ebranlements les uns aux aulres. 
Nous avons vu, au commencement de ce travail, que, si un sou esl 
(brine par des ebranlements, tous de meme nature et diriges dans un 
seul sens, jamais Tamplilude des harmonlques ne peul depasser celle 
du son foudamentat, et lend a lui devenir tout au plus egale, quand la 
duree de I'ebraulenfient esl inriniment petite par rapport a la duree de 
la vibration. Dans le cas precedent, au contraire, pour des sons peudu- 
laires isoles et tres-ecartes les uns des autres, I'amplilude des liarmu- 
niques superieurs devient m fois plus considerable que celle du son 
fondamental. II est facile de generaliser ce printipe el de denionlrer 
qu'il en est de meme quand I'ebranlemenl est quelconque. uiais forme 
de deux parties oil les mouvements et les condensalions ont lieu en sens 
inverse; en effet, soil AE la duree totale de IVliranlemenl ifig. 43j ; 
plagons I'origine en C au milieu, on aura 



U7(0 """?"- 
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Si I'on suppose J tres-grand par rapport a a, 

3 a 

el, par suite, 

Bm am 

B, a, 

Done, siun son est produU par des ebranlemenls discontimis ideniiques, 
diriges dans un seul sens, jcanais Us harmoniques superieurs riont iine am- 
plitude supirieure a celle du sonfondamental; elles tendent a devenir egales 
a celle de ce dernier son, quand la duree de Vehranlement est infiniment 
petite par rapport a celle de la piriode vihratoire. Si chaque ebranlement^ 
au contrairCf est/ormS de deux parties de mime durie, pendant lesquelles 
les condensations et les mouvements sont de sens contraire, r amplitude du 
son m devient egale a mfois celle du son fondamental, pour un ecarte- 
ment infini des dbranlements, II est is^ident que si cette seconde partie de 
chaque ehranlew^nt diminue progressivement^ cette cunplitude de Vharmo- 
nique de rang m, egale d^ahord a mfois celle du sonfondamental, decroi- 
traprogressivement jusqud Vegalite quand cette seconde partie de chaque 
ibranlement aura disparu. 

On coinprend ainsi pourquoi, dans certaines experiences, coniine 
celle de la barre de Savart, les harmoniques superieurs peuvent etre 
assez intenses pour empecher d'entendre conipletement le son fonda- 
mental. 

4® Revenons a la discussion de la formule (33). 

Pour qu'un harmonique de rang m fasse defaut, il Taut que Ton ait 

7p = — > ce qui donne 



T m 



Pour mi, ^ :-- -; 
Pour m .--3, ^ - -• 

r II 

Pour m :=4. ^ = 7» -'? 
Pour m -S, J = 5' c? 
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el. (in general, pour rharmonique de rang m, 

1- J. 1 1 

T ~ m ' m ' n) ' ■ ■ ■ 

jusqu'a - si m est pair, ou — ^^ si m est impair. 




5" Le coefficient dp a„ sera maximum, jiii conlialre, si I'ou a 

sr = > oe qui donne 

Pour», = ,, i = ii 

Pou, m = 3, T=8'^ 

D , t I 3 

Pour™ = 4, ^=5.5; 

el, en general, pour I'harmonique de rang m, 

1 — J_ A. 
T ~ am' im' " 

jusqu'a - si m est impair, el — ^^ si m est pair. 
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6" Si ^ = -) lous les harnioniqups pairs disparaisseiU, el il iie resle 

que les liarmoniques impairs, avec la nieiiie intensity relative qmt pour 
un seul t'branleraent. Le son devi-a. pour son timbre, presenter une cer- 
taine analogie avec celui que produil une sirene munie d'ouvertures 
rectangulalres, quand recartement des ouvertures est egal a leur lar- 
geur. 

On peut se rendre compre des variations des coefficients de «,„ pour 
les cinq pi'cmiers hannoiiiques, en ronsultanl V-iJig- ^^■ 



IV. — .V()//,v piodidt.s iirir froix rhraii/ri/trnts a <!cs distanrr.v 
difft'rdites. 

I. Trots ebranlemenis dans le mfnie sens. — Supposons que, dans la 
periode T, sc succedenl trois eliranlemenls identiques dans le menip 
sens, mais inegalemenl distanls; prcnant Tovigine en un instant quel- 
conque de I'ebranlement median, on pourra admettre que ces trois 
ebranlemenis seroni representes par /(/)■/(' -+" ') ^^J{* — '^')'- si '"on 
a, en oiilre. 

on pourra ecrire 

■^(0=/(0+./'(f + T)+/(^-T')^3A.4-^"[^. COS.;: '"''-""' ]■ 
En developpant, on arrive pour a,„ a I'expression 
(35) rt,-„ = a,-„(3 4- a COSfr.^ -(- 2 C0S27r-sr- -H 2 cos^ir -=;- 1 

en posant t"^=T — fr + t'); dans cette formulc n'fintrent que les dis- 



tances respectives des divers oiiranleuients, rcpicsenltis d'une faqnw 
scliematique par des points dans \a_fig. 45. 

Annates Kil■^/lffy^« df r£colr Kormnlr s«pcnf,.rr. Tiinia VII. 43 
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Les deux ras particuliers les plus inleressanls a etudier sont ceux 
dans lesquclson suppose deux ebranlemenls equidistanls, e'est-a-dire 
T = t', et celui oil Ton suppose deux ebranlements confondus, e'ost- 
a-dire t = o. 

Premier cas. Deux ebranlements equidistants, — La formule{35), 
en y faisant t = -', t"= T — 2t, devient 



(3(5) 



( 



(Im^^- am I -f- 2C0S27: 



' T / 



Cette disposition est indiquee y?^'. 46; necessairement on doit avoir 

« 




T . 

- ; SI T 
1 



T 

= -» on est ramene au cas suivant. On a ainsi (*) 



/. 



a„ = 3 pom- TJ; = — 9 f^,n -~ ' ; 

• 1 ni 



n^ — ■? pour rj, 



a„, -. -h I pour ^i 



6ni 



<'',. — '>; 



HI 



r/« — — I pour ;j^ = 



(t„,=^o 



pour ~ 



4/1 -hi 


4/w 


?./r4-i 


?.//i 


a/rihi 


•> * 
3/i/ 



Wi ' 



— '; 



K,= -^i 



f^,.-' -^• 



D'oii Ton deduit le tableau suivant, on posanl //? = i, 2, 3, 4 



I*) On suppose que a„, -- i. 
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,„ 


VALEURS DE ^ (■]■ ] 


";,,= — ■■»■ "«=-"■ 


< = - 3. 


"«=^. 


".-=3, 1 


3 
( 


5 

ii' 3 

1, ■^, i 

1 1 1 --I 


4 

1 3 

8' fi 

1 1 'i 

■ ■/ V "Hi 

. t ', 7 
iG' Id" i(i' (6 


1 3 
8' 8 


6 

I 5 

1 5 7 

i8' i8' iS 
1 5 7 |] 


1 

"' 3 


'■>»■"""•-•- 



Les courbcs coprespoiniaiilcs sonl consfruitcsyi'^. 47- On iieiil it'niar- 
quer que : 




i" Si ^ = o, tous les coellicieuls soul, triples : on enleatl lo son cor- 
respondant ii T avec unc amplitude li'TpJc; 

2" Si TJ, = — U- C'tant plus ptiit que — ]i Ifs sons m, am. 3»i,... 

43. 
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soul triples, el ce son devra etre entendu separeinenl au milieu Jes 
liarmuaiques poui'vu que m ne soil |ias trop elcve: 

3° Si ^ ^ -1 ce ([ui etablit la coincidence dc deux ebranlements avec 

un ebranlemeiit simple au milieu, tous les harmoniques pairs soul tri- 
ples; leshitrmoiiiques impairs restent avec la menie valeur; 

4" Si ;|; = ^) le son 3 seul etses barmouiques sonl triples, tous les 

autressont nuls; on a ici, pour a,n, lesmenics valeursqu'eii remplacant 

dans les f'orinules tbndanienlales qui dounent a^, T pnr -^i 

5° Si, partant de ,~ := o, on au^menle cetle quuntite jusqu'a ce 

qu'elle soil egale a ^i on no peul pas dire avec Sccbcck, que le Iroisieme 

Iiarmonique devieiidra de plus en plus intense, car pour ;|;= ^, -, -, 

il est nul, ainsi que tons les barnioniques dunl les rangs sent des mul- 
tiples dB 3. 

Deuxiume CAS. Deux ebranlements confondiis cl, tin sc'parc. — Si, dans 




<a fornmle (35), on failT = o, el que Ton remplace z' \rdv z, on ubtieul 

(37) «i-«,!,(5 + 4cos.7:^-j. 

i" a,„ ne pent etre nul, el variu seulenient de i ii 3. 
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*(„,= 3, pour = — - 



LuJig.l\S iloniiG k's Viileurs de a,„ pour m — i, 3, 3, 4- 

3" Pour - = -» on retombi! sur im cas ticja eludie prt-cedemmeiil. 



il. Oeua- ebranlcmenls de m^mesens el le Iroisierne de sens conlrairc. — 
Nous siipposei'ons que I'ebranlemenl seu! de sa nature contieiit I'ori- 
gine du temps; comiiie on le representc/?g'. 49a; les ebraiilements 




successil'sde la pei'iodeTseroutdone 
ce qui conduit a la formule 



-r)et+y((- 



(3ti) «=,= 3(,i, 13 -2C0saii-.jr — 2C0S2;:-7p- + 2 COSaTt -7p- )i 

T, t', t" etant les intervalles des divers ebranlemeuls; on voilque Ton 
nietle signe — devant le cosinus correspondant quand il y a changc- 
ment de sens par rapport a rcbranlcmenl prect'dent, el le signo + 
quand les ebranlements qui se succedenl sont de nieme sens. 

11 y a trois cas parliculiers k distinguer : 

1° Si I'on a T = t', c'cst-a-dire si rebranlemenl seul de son espiice 
eat a egale distance des deux autres {fig. 49^); 

2" Si Ton a i"= r' quand rebranlenient seul de son espece n'est 
plus equidistant des deux autres {Jig. 49c); 

3" Si I'on a t"= o, i-'est-a-Jiri; si les deux ebranlements de nieme 
nature sont eonfondus (Jig. /\Qdj. 
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Prbmikk CAS. — On a t = t', rcbranlument dc sens conlraiie elanl 
situe an niilieu des deux aulres. En I'aisant eelle hypolhese, la for- 
mule [Vj devicnl 

. .. X - / //iT\-' ,, . / //IT \ 

[ ^\)) ('m=^ «/■/, I ' ~- -^ COS?:: -^jT- 1 » " wu ^'//i= ^« ( 2 cos?.;: -rr. 1 1 • 

On voit que si I'on conslruil les valcurs de a,;„ on aura les memes 
courbesque celles qui correspondent a rec|ualion (36), en diminuanl 
les ordonnees dc a. En representant par a,„ les coenicienls de la serie 
de Fourier dans ce cas, le tableau donnr (p. 338) conviendra cgalement 
a ce cas, puisque Ton a conslamnicnl a'„,= a,,,— 2. 

Lwjig. 47 lui convient cgalement en deplacant la ligne des abscisses 
d'une quantile egale a 2 du cole des ordonnees positives, conune le rc- 
presenle la ligne poncluec, avec les cbifires places a droile dc la figure. 
On pent rcmarquer : 

I" Que le son fondamcntal csl nul pour,p = p; pour celtc valcur, 
on a 

il ne rcsle que les barmoniques dont les rangs sonl des multiples de 2 
on de 3; les barnK)ni(|ues pairs soul doubles, les aulres Iriplcs; on dc- 
vra done entendre la quinle Ibrnice par les sons a el 3; 

a" Si „, = -? les deux cbranlcnienls de nicme nature se confondenl: 
1 2 

on a 

(l^-—-0, </.--I, «:!_.>, </.=zj|, (I .=z 6,,, ,; 

les barmoniques impairs sonl triples, Icsaulres restentavec leurvaleur 
primitive; 

3^' Si.p-j, 

a\ :^ '.»a,, (I , = ->.a.., <i\ - a.., (i\ :— 2^4, ... ; 

tons les barmoni(|ucs sonl doubles, sauT les multiples de 3 qui conser- 
vent leur valeur primitive. 

DicixiEMi-: CAS. — On a 7 = t', rebranb^ment de sens conlraire n'e- 
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liiiit pas eqiiiilislant Jes deux aulres. Si. dans la formnle (38), on pose 
-" = r, on obtient 

{4o) rt,^ — a,U 1 + 4 siii'?-7:-7j^j — 3[,-, (5 — 4co5'27r^j- 

Le coefficient dc «,„ varie enire i cl \5 siins jam;iiK clrc mil. On rcm;ir- 
quera seulement que : 

i" Pour = = oct-. on oblienl ie son londamenlal avec ses liarnio- 
niques, ce qui etait facile ii prevoir; 

2" Pours-. = 71 Ics liarmoniques impairs sont multiplies par v5. ''I 

Ics harmoniques pairs ne changent pas. La fig. 5o donno ics valeurs 
(le fl„pour m = I, 2, 3, 4- 

Fin. '^''■ 




Troisikme CAS. Deux ebranlenients confondus, ic Iroisicriie <le sens 
conlraire. — En faisanlT''=n dans hi formulc (3S}, el t'= *f — -, on 
nlitieiil 

(40 < = a,^5-4cOS57T^y 

Les courhes ijiii rcpresentent Ic coefficient dc «,„ sont le.s niemes que 
celles qui correspondent ii lit t'ormuli; (Sg). niais prises dans une posi- 
tion symetriquc, comnie Tindiquc \a fig. rn: ces cooflicients varienl 
du reste de i a 3, sans jamais devcnir nnls. 

i" Si ^ = -' "1 a 
cas (U'jii examine piecedemnienl. 



ETITDE SHR I.F TIMllBE DES SOSS 

a 

«, = «, ^, IT, — 3 a,, n— o(jv'5i a,= or,,...; 
done on devra entendre distinclenient le second liarnionique. 



■ 


H^^Sb 


9^ 


^^^^^^B 


Bl 



On devi-a, outre le son foiiilanienlal, dislingucr les denx premiers har- 
moniqiies. 

V. — Sons prodiiils par iin nom/irr tpfe/ronqiic df-hrorilcnienls 

a divrrsi'S (listaiiccs. 

Supposonsque, dans I'lnlcrvalle T, se irouvc iin nomine quflconque 
d't'branleraenls de memc nature. Represent oiis-les par 

F(/-0,). F(/-e,). F((-e,),.... F(/— e,), 

en laissant completement arbitraire I'origine du temps; on a en outre 

F(„=».+5;;p.c„s,."Ji-^)]=..-.r<..cos„,. 

en posant ^= — *-- = u. 
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Soil (p[i) le mouvement resultant, on aura 

<p( /) = rAo -^^^F( ' - 0) r= rAo 4-^^ U. cos (a - ^^^)1- 

Si tous Ics ebranlcments ont lieu dans Ic menic sens, Y{t — 0) sera 
pris avcclcsigne + ;s'il y en a dans les deux sons, on meltra le signc — 
devant ¥{t—G) pour les ebranlemenis qui ont lieu en sens conlraire. 
On obtient, en developpant 

/wo / mOt niOj niO,,\ ^ 

rtmCOSar -~ = am (cos 2 r -rp ■+■ cos:>.r -7p- -t-...-t-C0S27r-7j7-M = a«S, , 

\ cfmSm?.:: -tjt =aml sina- -7p — f- sinaTr-qr- -^...-^ siutit: -tjt I = 3f«»a, 

La valeur dc a,„ est independante de I'ordre dcs ebranlemenis, pourvu 
qu'ils sc succedent assez rapidement; I'oreille, d'apres Ics experiences 
de M. Helmholtz, n'entend en effet un son continu que quand il y a 
au moins /\o vibrations doubles par seconde, et meme ne cesse com- 
pletement de percevoir les oscillations isolees que quand le nombre 
des vibrations atteint loo par seconde. Le cas Ic plus intcressant a 
etudier est celui dans IcqucI Ics ebranlcments sont tous dc meme sens 
et equidistants, au lieu d'etre a des distances quelconques. Supposons 

Fi(j. 52. 




done qu'il y ait q ebranlcments equidistants dans Tintervallc Tifig- Sa). 
Soit & rintervalle dc deux ebranlcments successifs, on aura 

T — (^-l)r3-+-0. 

Dans la formule(42), posons 5, = o, 62= ^X 0.^= 2 !),... ^0^ = {q — i)&, 
on aura 

mo /' nid m(q — i)o\ 
rt„C0S27r-=r- = a«l I H- cos?.:: -rp- 4-. . + cos^t: 2__ j, 

mo [ . nid , , . m{(] — 1)6\ 

tf„sm 27: -7^-= ^ml sm.'.;: -qr -+-...-+- sm?.- — —^ — — J. 

.'tunnies scfc/itifitincs df I' Kettle \ or male ^itprriairc. Tt>m<.' V|I. :^;^ 
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D'apres une formule connue, on obtient 

mad m(^ — 1)3 

SIDTT —^ COSTT ^-^i;; 

mcp 1 1 

^.C0S2z ^ = a. --^^j^ . 

sm-Y" 

mad . m(q — i)S 
sm 7: —^ sin t: — ^ 

rtm sin27: -TiT = ««! zr5 T 



T . Trmd 

sin 



d'oii enfin Ton deduit 



mqS 



(43) am = OCm 



SinTT 



md 



T 



!« Si 5= -J on a a,„ = o, sauf pour m = q, ou a,„ = 5^am; on 



9 
obtient done la meme valenr pour a,n que si dans les formules fonda- 

T 

mentales (3) on remplagait T par -? comme on I'a deja rcmarque pre- 

cedemment. 

T 

a® Supposons que Ton ait o^ = -? et qu'on prenne un certain 

nombre d ebranlements/? — r=q; alors on a 



( 44 ) ^m = «/« 



sin 71 


mq 

P 
m 

P 


Of/zi 


sin 


P 


r) 


— -t- 


am 


sin?: 

SiUTT 


mr 
P 


sin?: 




m 
sin:: — 

P 




m 



On peut, a Taide de cette formule, rendre comple des particularites 
de Inexperience qu'a faite Savart en enlevant successivement les dents 
d'une roue dent6e (*). On voit que a^ a la meme valeur, au signe pres, 
si Ton remplace les dents enlevees par les dents subsistantes, sauf pour 

m=p, car alors am= oc^X - = ocmip -' 0- 

Le son fondamental obtenu, en ne laissant qu'une seule dent sur la 



(*) Noir sur la scnsibiliU' dc rorgane de Couie (Anna les de Chimlc et de Physique, 
t. XUV, p. 33;). 



PRODUITS P\R DES CHOCS DISCONTINUS, ETC. 347 

roue (casauquelse rapportent les valeurs de a,, aj, a,, ...,«,„...) et tous 
les harmoniques, sauf ceux d'ordre p, 2p, 3/>,..., ont la iiieine valeur 

pour q=^ ±t. 

Lesonp elses harmoniqucs 2/>, 3y?, 4y'j-«->«'^u contraire,ont unc am- 
plitude variable, suivant le nombre de dents enlevecs, el d'autant plus 
considerable qu'on enlevera moins de dents. 

Dans Texperience qu'il a faite, Savart employait une roue d'un grand 
nombre de dents tournant assez lentement; il ne s'est inquiete que du 
son p et non dcs autres; le son fondamental correspondant a une seule 
dent etait du reste trop grave pour etre pcrcju, puisqu'il dit que quand 
on ne laisse qu'une seule dent, au lieu du son/?, on n'entcnd plus que 
le choc de la dent unique conlre la carte employee. II serait interes- 
sant de reprendre ce travail, plutot avcc unc sirene dont on fermerait 
diverses ouvertures sur les deux plateaux avec de la cire, et dans des 
conditions telles, que le son fondamental put egalement elre percep- 
tible. 

Examinons en detail les diverses phases de rexperience, quand on 
remet successivement en place les diverses dents d'une roue dentoe, 
munie d'un petit nombre de dents, et tournant assez vite pour que le 
son fondamental correspondant a une seule dent soit perceptible. 

a. Si Ton ne laisse qu'une dent sur la roue, on entend un son, avec 
un grand nombre d'harmoniques, et soicnt a,, a^* «3»---> «/j» ^/»-h>---» 
a^p,... les amplitudes des sons simultancs. 

I Avec une roue dentee dans ces conditions, les harmoniqucs supe- 
rieurs ont une grande intensite, superieure meme a celle du son fon- 
damentiil; car chaque ebranlement se compose de deux parlies oil les 
mouvements sont de sens contraires, et, comme ces premiers sont tres- 
espaces, les harmoniqucs superieurs peuvent etre tres-inlenses relative- 
ment au son fondamental. 

b. Supposons deux dents voisines conservees; on '^ p — r= 2, el 
Ton retombe sur un cas examine dans la deuxieme parlie de ce travail; 
on trouve ainsi 



sm27r— 

p ni 

a,„ — x„ ^ == 2 x,n cost: — 

m n 

sm;: — 



P 

44. 



348 ETUDE SUK LE TIMBRE DES SONS 

Les coeflicienls tie la serie tie Fourier sont tlonc 



2 a, COS - ? 2 aj COS — J 2 5f3 COS — 9 • • • ) 

/^ A' /^ 

2a^_iC0S-> 2a^, 2a^4., COS -9 • • •? Qa^^,...- 

Les coefficients nuls sont ceux pour lesquels on a 

2 2 2 

pour les coeQicienls maxima, on a 

m= p, 2p, 3/7, .... 

Le son a^ pourra tlonc etre enlentlu, s'il n'est pas trop eleve, et si 
Toreille est prevenue tl'avancc tie son existence, comme tlans I'expc- 
rience tie Savart, qui a cnleve successivement les tlents tic la roue : en 
aurait-il ete tie meme s'il eut suivi la marchc inverse? 

c. S'il V a trois tlents sur la roue, on a 



3 m 
smTT — 

(l,„ = am ^ = a/„ I C5 — 4 SllVZ — ] — Xm[ l -h 2 C0S27: — ) » 

sinr — 
P 



= a/„( 3 — 4 sin';: — j m a™f i -f- 2COS27: — j 



/ormule tleja oblenue (36). 
Les lermes nuls seront tlonnes par les valeurs de m = ■ — ^~^^ - Si 

p est un multiple tie 3, les coeflicients nuls seront ceux tlont les rangs 

sont ^» -yj ^j 3 '■"' ^* P ^'^^^ P^^ "" multiple tie 3, les rangs ties 
termes ayant ties coeiRcients minima seront egaux au quotient entier 
tlu nombre - — T^ ^ ou a ce quotient augmente de i. 

Les lermes dont les rangs sont/;, ip, 3/;,... seront triples. 
d Supposons q dents a la roue. 



nta 
sniTT — - 
__ p 



ni 
smr — 
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Pour les terincs Uq, aj^, (i^q^..,^ od a 



Uqzzzq aq, a.tf = qoctq, <hq = q a?^, 



• • • • 



Ce son devra done etre cntendu Ires-distinctement si q csl assez consi- 
derable. Si p est tres-grand relativement a q, on a sensiblement 

sinr, - = a sin -• 
P P 

Done, si Ton ne conserve sur la roue qu'un pelil nombre de denls, Ic 
son fondamentai croit a peu pres dans Ic nieme rapport que I'barino- 
nique de rang />, ccpendant rnoins rapidement, puisqu'oii a toujours 

sinTT - <7sin -• 

P ^ P 

q 
smr - 

Le son fondamentai a, ^ est maximum pour ^ = -» ou 7 = -? 

sin:: - '^ 

P 

c*est-a-dire quand la moitie des dents est enlevee, Tautre existant au 
contraire. On peut, en etTet, considerer dans ce cas la moitie des dents 
subsistantes comme produisant un seul ebranlement, la partie oil les 
dents font defaut equivalant a la deuxieme moitie de Tebranlement. 
Un terme quelconque est maximum si Ton a 

(2/r-i-i)« 

si le quotient n'est pas entier, il faudra prendre le quotient entier en 
moins, ou ce dernier augmente de i. On trouve ainsi que le maximum 
aura lieu 

Pour m r=z 2, si = -7 ou -/-^ 

4 4 

Pour ni = 3, si 7 = r? -? -77- ; 

n f ' P ^P ^P IP 

Pour/ii=4, SI 7 = ^' -^» -y-» -^• 

Au contraire, pour que Tharmonique de rang m fasse defaut, il faut 
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que I'on ait q = -^^ sauf si Ton a m =/>, ce qui donne : 

Pour m = 1, q=p; 
Pour m^=iy a = -x 

Pourm = 3, q=:L^-^] 

_ , P P 3p 

Pour m =2: 4> Q=^^'i ^^ -T' 

4' 2 4 



Si done ondi q = -i outre les sons /?, 2/?, 3/?,..., dont les amplitudes 

sont multipliees par ^5 le son fondamental et Ics harmoniques impairs 

ont leur valeur maximum; les harmoniques pairs sont nuls. 

Pour une valeur determinee de y, les termes nuls correspondent a 

m =z ^9 sauf A = y, 2y, 3y,.... Les maxima ontlieu pour w =/?, 2p, 

3/7,.... Enfin ii y a des maxima relatifs moins considerables pour 

^ _ [2 i2£. Qjj reconnail une grande analogic, pour la discussion 

du moins, entre ces formules et celies qui sont relatives aux reseaux. 
Comme cas particulier qui peuvent se presenter, on remarquera que si 
p et q sont premiers entre eux, il n'y a que des minima sans qu'aucun 
terme soit completement nul. Si p ei q ne sont pas premiers, posons 

^ = ^» a,n sera nul pour m = -^j ou A == y', 2q\ 3q\...f sauf^^r' 

ou y, ce qui donne, pour m, les valours/;', 2/>', 3/>',.... Si p est 
un multiple deq, p = qs, et a,„ sera nul pour m = s, 25, 3^,..., sauf 
pour qSy 2qSf Ohm avait deja discute, en partie du moins, les con- 
sequences si varices de ce cas interessant ; on voit, par les resultats aux- 
quels conduit la discussion de cette formule, combien il scrait impor- 
tant de reprendrc et de completer rexperiencc que Savart avait faite 
dansun but particulier. On voit, en outre, comment cette theoric rend 
compte des faits que Savart avait decouverts, et qu'il etait diflicile 
d'expliquer sans Ic secours de la seric de Fourier, et I'interpretation 
qu'en ont donnee Ohm et iM. Helmholtz. 
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Une autre a[)plic3tioii intcressanlc de ces formules que j'imliquerai, 
c'esl celle qui est relative a la sirfene d'Opelt. Dans cetle sirens, formee 
d'un simple disque de carton ou de m«tal, se trouvent, ainsi que je 
i'jii indique dans I'Introduction, plusieurs series coiicenlriques d'ou- 
vertures presenlant ctiacune une autre disposition. Dans les rangees 
exterieures, on a perce, le long d'une mi>me circonference, des ouver- 
turesdont lesdistaoces au point de depart forment deux et meme trois 
progressions arillimeliques; aux points communs a plusieurs series, 
on ne place qu'unc seule ouvortuve. En general, on entend plus ou 
moins distinctement I'aecord correspondant au rapport des distances 
des ouvertures dans eliaquc seric; ainsi, en supposant que Ton prenne 
les nombres 5 el /|, re qui donnc la disposition representee ^/g-. 53a, 




on entend une tierre; avec la disposition de hjig- 536, une quarte, 
ct ainsi de suite. 

Admettons que Ton ait pris, suivant la meme circonference, et dans 
un espace d correspondant au temps T d'une vibration, p ouvertures 
^quidistanles, puis q, puis r,... (p, q, r,... sont supposes premiers 
enlre euxj, en partant d'une ouverture commune qui fait, par suite, 
partie de cliacuiic de ces diverses series, et en ne laissant qu'une ou- 
verture aux points communs : quel sera I'eH'ct produit? Nous avons vu 
que le son resultant est independant de I'ordre des ebranlements; on 
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aura done, en appliquant les formules (4^) a ee eas, 

H- C0S27r h C0S27r h. . . -l-C0S27ri^- — 

P P P 

m 7.m (a — il/w 

m© f +008277 h cos 27? h. . . -f- C0S27: -2 — 

rt«cos27:-=i = «„' q q q t^ 

m im (r — \)m 

-h coS27r h cos27r h . . . -f- cos2r 

r r r 



sin 271 h sm2 7: h. . .-h sin2 7: -^ — 

P P P 

m 2m . (q — \)m 

mo ] -♦- sin2 7: h sin2Tr h. . .4- sin27:--^ 

rt„sin27r-7|^=:a«, ( q q 9 / 

m . 2m . (r — \)m 

-h sin 2 7: h sin27: h. . .-f- sin 27: 

r /' /• 



Or on sail que 



. (w — i)A nil 
sin cos — 

cos A -h cosaA -+ . . . 4- cos(/i — i) A = '- — -. 

• . /i 

sin- 

2 

. (/I — i)/i . nil 

sin ^ — sin — 

2 2 

sin/i -f- sin2A +. . .4- sin(/z — i)A = -, 

. A 

sin — 

2 



En appliquant ces formules au eas aetuel, on a 



mo 

a« cos 271-—- 

m(p — i) . m((7 — i) . m(r--i) 

sin7r —^ ^cosm7r sin?: — -^ ^cosm?: sin7: — cosm7r-l-... 



/it , ni . m 

sin7r-- sin7r — sin7: — 

p q r 



m^ 



a,;, sin 2 71 -Tjr- est nul, parce que chaquc terine renferme s\nmn\ done 
^ = o. 
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Si ma UDe valeur quelconque autre que p^ q^ r,.*.* on reconnait 

m(D — i) 
sinr — -^ COS/HIT 

que chaque terme tel que ^- devient 6gal Si — i ; on 

sinrr — 
P 

aura donc» si m est quelconque, mais non egal a/), q,r,..,, 
supposons que Ton ait S series simultanees, on arrive a 

(43) ««= — (S — i)a«,. 



o 



Si m =/>, ce rapport des sinus correspondants prend la forme -» el 
se trouve etre egal a (/> — i). Done 

«p = «f [" +(P - 0- (S- I)] = «/,(/> — Sh- I), 
el de meme 

(44) 

^y=«y(? — S + i), 
a^ = a, (r — S4- 1). 

Voici les diverses combinaisons que presente la sirene d'Opelt 
(y?^. 53)(*). Chaque circonference concenlrique renferme une pre- 
miere serie de 24 ouvertures equidistantes; puis, la premiere, une se- 
rie de 3o ouvertures; la deuxieme une de 32 ; la troisieme une de 36; 
laquatrieme une de 4o; la cinquieme une de 4^9 en comptant deux 
fois chaque ouverture commune aux deux series. La durec T du son 
fondamental sur chaque circonference correspond a un nombre diffe- 
rent d'ouvertures; il est represente par la fraction de la circonference 
ayant pour numerateur runite, et pour denominateur le commun divi- 
seur des deux series d'ouvertures, en comptant deux fois chaque ouver- 
ture commune. Le nombre total d'ouvertures est egal a la somme des 
ouvertures formant chaque serie diminuee de ce meme diviseur com- 
mun. En appliquant les formules (43) et(44)» el representant par ut^ 



(*) On suppose les circonf^rences rectifi^. 

Amiales scientifiques de I'Ecole Normale supdrieure. Tome VII. 4^ 
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le son correspondant a 24 ouverturesparcirconference, on arrive, pour 
I'lntensite des divers harmoniques, aux resultats suivants : 

Premitre circonfirence. — 24 el 3o ouverlures; rapport 5:4- 

— a,, — acj, —as, + 3a4, -^4^»» — ^«» —a?,...; 
u^y u/i, 50/1, iz/a, miiy S0I3, 

Deuxitme circonfirence. — 1^ el 32 ouverlures; rapport 4 * 3. 

— ai, — As, -+- 2 as, H- 3a4, — dCi, — cce, • • • ; 
/«!, /flj, W/3, /«s, /«3, tt^, 

Troisidme circonfirence. — 24 el 36 ouverlures; rapport 3 : 2. 

— oc\f "+~ cKj, -4- 2 as, — at, — ai,..«; 

<<^3, <^^3, ^O/s, Uitt /f 4, • • • • 

Quatritme circonfirence. — 24 et 4o ouverlures; rapporl 3 : 5. 

— oci, — aj, 4- 2 as, — a^y -4-4a», — a«, ...; 
/«„ /a„ i£^, /flTs, /flj, a/4,.... 

Cinqui^me circonfirence, — 24 el 4^ ouverlures; rapporl 4^ ?• 

— ai, — as, — as, 3a4, — a&, — ae, -4- 6 a?, — ai, ...; 
K/,, ££/3, 50/3, 1//3, m/s, soli, Sl^^f utt. 

Onvoitdone, en general, qu'avec la sir^ne d'Opelt, on devra en- 
tendre, outre le son fondamental, les deux harmoniques renforces; 
dans un seul cas, que j'avais deja eu occasion d'observer sans pouvoir 
m'en rendre compte, on n'entend pas Taccord correspondant au rap- 
port des distances qui caracterisent chaque seric : c'est quand ce rapport 

est egal a ^9 combinaison qui devrait produire une quinte. Or on voit, 

d'apres les formules (43) et (44)» que le coefficient du son aa est -+- i 
aulieu de — i, ce qui ne constitue aucune difference pour Taudition. 
On pent done entendre une douzieme plus ou moins pure, mais non 
une quinte, ce que j*avais deja constate il y a longtemps, mais en at- 
tribuant la non-production de cet accord a un defaut de Tappareil em- 
ploy6. On pent resumer ces resultats dans le tableau suivant : 
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I 


2 


3 


1 


6 


6 


7 


8 


. 


M 


3o 


; 


3o + a4- 6 = 48 


' 


.', 


"',, mi\ 


' 


a4 


3a 


8 


3a-4-a4 - 8 = 48 




/", 


'"3,/", 


3 


.4 


36 


Ta 


36 .14-11 = 48 




«.. 


•f"'. 


4 


M 


4o 


8 


40 + 14- 8 = 56 




/«, 


Wj. /*r. 


5 


14 


4» 


S 


4i + 14 - 6 = 6o 




"'( 


«'j. «!•, 



I" colonne. — Numero de la circonf^rence. 

2° n Nombre d'ouverlures de la premiere serie. 

3' Nombre d'ouverlures de la deuxieme serie. 

4' ' Fraction de la circonference donnant le son rondamental. 

5' >i Nombre loial d'ouverlures. 

Rapport des ilisiances dans les deui series. 

Son rondamenlal. 

Uarmonlques renforc^s. 

On peul remarquer que la valeur des coefficients a,, a^, «j,... n'est 
pas exactemeot la meme pour I'haque circonference, puisque la dis- 
tance des ouverlures est dilTereate suivanl le rayon de la circonference 
a laquelle ellcs appartienneot. 

Un resullal qui fr-appera, c'est que le son fondamental produit eii 
meme temps que les harmouiques n'est autre que le son appele hahi- 
tuellementionife combinaison, ou bien ce dernier son est un desharmo- 
niques du son fondamental. Si, dans ta sirene d'Opelt, on faisait sortir 
I'air par une embouchure ayant la forme d'une fente etroite. et que 
Ton mit deux ouvertures au lieu d'une aux points communs aux deux 
sMes, de maniere a avoir un ebranlemenl double, les fortnules (49) 
demontrent que le son fondamental ct ses harmouiqucs cesseraient de 
se produ ire compl element. On a en efTet, dansce cas, «„, = o, sauf pour 
les valeursdem egales s p,q,r,... correspondant aux series employees. 

45. 
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C'est ce qui devi'iiit avoir lieu daus la sireue de HelmhoUz, quand on 
laissc sortir fair par deux rangees voisines a la fois. Mais, dans ce cas, 
surtout si les rangees sonl prises sur le meme disque, les sons de com- 
tiinaison s'entendent directenient; or, quand i! y a coincidence, c'esl- 
a-dire quand les ouvertures sent ouverles a la fois sur les deux rangees 
concentriques, on peut admettre que I'ebranlement produit n'est pas 
te double de ce qu'il serail si une rangee etait ouverle loute seule, et, 
pap consequent, on se ti'ouve ramene en partie au cas realise dans la 
sirene d'Opelt. Nul doute, par coosequent. que le son fondamenlai el 
ses harnioniques ne sorlenl plus energiquement, en prenanl la precau- 
tion de supprimer une des deux ouvertures placees sur le meme rayon, 
et en fermant egalement un nomlire conveuable d'ouvertures sur le 
ilisque fixe. Avcc des disques ainsi disposes qu'on pourrait substituer 
aux disques liabituellement employes, on pourrait repeter dans de 
meilleures conditions les experiences d'Opelt. 11 est difficile d'admettre 
que cctte diminution d'inlensite, au moment de rebrauleincnl slmul- 
tane de deux rangees, dans la sirene de HelmhoUz, ne se jij'oduit pas. 
En effet, on sait que, si Ton monte sur un meme sommier deux tuyaux 
d'orgue a I'uuisson, I'air ne sort pas simultanemcnt par les deux tuyaux. 
que les sons inlerferenl, ce dont on peut s'assurer a I'aide des tuyaux a 
llammes de M. Koenlg. 

Sans vouloir ici atiaquer la theorie des sons de combinaison donn6e 
ily aquelquesannees parM. HelmhoUz, cependant on ne peut se refuser 
a admettre que, dans I'emploi de sa sirene et de tuyaux monies sur un 
meme sommier, disposition queM. HelmhoUz indique lui-meme comme 
favorable a la production des sons de combinaison ditTerentiels, ces 
derniers sons qu'on entend si facilement, pourraieiit etre produits sim- 
plemenl par la meme cause que celle qui donne, dans la sirfene d'Opelt. 
naissance au son fondameutal et k ses harmoniques, c'est-a-dire par 
une diminution d'inteusite de I'ebranlement, quand II y a coincidence. 
Jusqu'k quel point cette meme cause intervient-elle dans toutes les 
circonstances oil se produisent les sons de combinaison, c'est Ik une 
question tri3s-importante et que je me propose d'examiner dans un autre 
travail. 

Si dans la sirene d'Opelt ou de HelmhoUz, on supprimait complete- 
ment les ouvertures communes aux deux series, les formules (49) 
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(leviendraient 

flm = — Sam, avec m different de p, q, r,. . ., 

ap = {p — S)ocp. 

On augmente ainsi le son fondamental et ses liarmoniques, et Ton 
diminue les sons renforces prccedeminent. On arrive aux resullats sui- 
vants, avec les combinaisons signalees plus haul : 

Premidre circonfirence. — 24 ^^ ^^ ouverlures; rapport, 5:4- 

— 2a,, — laj, — 2aj -J-aa*, 4- 3as, —2 ««,.•.; 

m 

utxj uij, soli, uisf miij soli, 

Deuxi^me circonfirence. — 24 et 32 ouvertures; rapport, 4 * 3. 

— laxj — 2a„ 4- aj, -+- 2a», — 2ai, ~2ac>-..; 
/«!> /«!> W^, /fla, /a,, 11/4, .... 

Troisibme circonfirence. — 24 et 36 ouvertures; rapport, 3 : a. 

— 2ai, H- a3, — 2^4, — 2a»»...; 
«/j, ^o/j, w/4, mi if.... 

Quatritme circonfirence, — 24 el 4o ouverlures; rapporl, 3 : 5. 

— 7.a.\y — 2ai, -4- ^3, — 0^4, 4- 3a», — 2ag, . . .; 
fa\9 fa^y w'3» yii3, /fls, ut^, .... 

Cinquikme circonfirence. — 24 el 42 ouverlures; rapport, 4:7- 
— 2 a,, — 2aai — 2 as, h- 2a4, — 2ai, — ia^, -f-ofl?! - 2 a.,...: 

W/,, W/2, 50/f, M/j, /7?/j, 50/3, 51^3, 1/^4, .... 

On voit done que i'on produit ainsi, dans la plupart des cas, unique^- 
inent le son fondamental et sesharmoniques, que jamais dans les com- 
binaisons adoptees par Opelt il n'y a plus d'un harmonique renforce, 
que ['autre ne cbange pas, est diminue, ou meme disparait complele- 
ment. En resume, si dans une sirene on suppose que le long d*unr 
circonference se trouvent disposees des ouvertures formant deux series 
difTerenteSy on voit que : 

1° Si on laisse subsister toutes les ouvertures communes aux deux 
series, de telle sorte qu'aux points communs il y ait un ebqanlement 
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double, on n'enlendra que lea sods correspondiiDt aux deux series 
separees ; 

2" Si on ne laisse subslster qu'une ouverture aux points communs 
aux deux series, on entend les memes sons que dans le cas precedent, 
et en outre le son fondamental, dont les sons dus aux deux series soni 
les liarmoniques, saufdans le cas du rapport xi oil le son a n'est pas 
ren force ; 

3° Si Ton supprime completement les ouvertures communes aux deux 
series, le son fondamental avec ses liarmoniques devient plus intense, 
un des deux sons correspondant a Tune des series se confond avec ces 
derniers, se trouve miime diniinue ou annule; le deuxieme son peut 
aussi se confondre avec les autres liarmoniques. 

Les consequences si simples, si nettes de la formule de Fourier, 
verifiees par I'experience, commeje me propose de le faire quand 
j'aurai les appareils convenables pour realiser les nombreuses applica- 
tions indiquees dans ce travail, serviront b. la demonstration complete 
de la ibeorie de Olim et de Fourier; car on voit ici, pour ainsi dire. 
les barmoniques, par leur coexistence, produire leur son fondamental. 

Dans les quatre rangees exterieures de la sir^ne d'Opelt, se trouveni 
Irois series tl'ouvertures k des distances differentes, et aux points com- 
muns a deux et trois series, on n"a laisse subsistcr qu'une seule ouver- 
lure; si on les relablissait toutes comme precedemment, on n'entendrait 
que les sons correspondant aux trois series, evidemment comme si elles 
si; trouvaient sur trois circonferences concentriques dilTerenles. On peut 
v;irier encore les dispositions adoptees par Opelt, en supprimant d'abord 
loule ouverture commune a deux series, et laissant subsister celle 
qui est commune a trois, puis supprimant completement toutes ies 
ouvertures communes. Dans les formules generates donnees plus haul 
^^^3) et (44). on admet implicltemenl que les nombres p,<],r,... sonl 
premiers entre eux, et que les series n'ont d'autres points communs 
que I'origine. II en est rarement ainsi quand on cberche a obtenir les 
accords employes en musique; 11 faut alors retranclier de la somme 
totale les termes relatifs aux ouvertures supprimees aux points de 
reoconlrc des diverses series, de a si Ton en prend H, de a et de 3 si I'on 
t'n prend 4. etc. Je me eontenterai de iraiter ici les diverses dispositions 
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adoptees par Opelt; quand j'aurai k in'occuper de la v^rificatioD expe- 
rimeDlale de ces formules, j'en ferai des applications plus varices. 
Le tableau suivant indique les series employees : 



i 



48 



48 



48 



48 



4o 
36 
64 
6o 



4 


5 


6 


32 


I 

8 


M 


3o 


I 



18 


8o 


I 
16 


32 


72 


I 
12 


36 



7 


8 


9 


1 
3a 


40 


4:5:6 


24 


3o 


5:6:8 


32 


48 


3:4:5 


48 


60 


4:5:6 



10 



III. 



K 



''^ : 



Numero de la circonference. 
Nombre d'ouverlures de la premiere serie. 
de la deuxieme serie. 

D de la troisieme s^rie. 

Fraction de la circonference donnant le son fondamental. 
Nombre loial d'ouvertures supprimces en mettant une seule 

ouverture aux points communs a deux et a trois series. 
Idem en mettant une ouverture aux points communs a trois 

series et aucune aux points communs a deux. 
Idem en omettant complctement les ouvertures communes 

aux diverses series. 
Rapport des distances dans les diverses series. 
Son fondamental, en representant par ut^ le son correspondent 

a quarante-huit ouvertures. 



Les formules a employer sont les memes que precedemment (43j 
et (44); seulement, comme il y a deux series dont les distances sont 
egales a T divise par des nombres pairs dans les circonferences i et 2 (la 
circonference 4 donne le meme resultat que la premiere, avee d'autres 
sons), il faut relrancher cosmn dans le cas relatif a la colonne 6, 
2COsm7r dans celui qui est relatif aux colonnes 8 et 9. Les formules a 
employer sont done, dans le cas relatif a la colonne 6, realise par Opelt 



I« 


colonne. 


2« 


» 


3« 


j> 


4' 


JD 


5* 


x> 


6" 


» 


r 


» 


8« 


D 


9' 


D 


io« 


» 
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(sauf pour le cas de la circonference 3) : 



SlDTr—i^- ' COS mit SIDTT — i^ ^ COS/71'^ oi«-r— i 

/^ ^ 9 

^, ■ ■ " 1 « ' I — - ■ — 

rn m 



(45) tf,,= a„| i-f- 



//I 


m 


SlDTr — 


smTT — 


P 


</ 



/ii(r—i) "1 

-^ —cosmr 1; 

in I 

sinTT— I 



Hans le cas relalif ^ la colonne 7 : 



/w(« — i) miq — i) . /?*(r — i) 

(46) «„=a„l IH ^^ 1 ? 1 C08//iTr 

SinTT— SIDTT — SlDTr-- 

p q r 

et, dans le cas relatif k la colonne 8 : 

sirnr — ^^- i sm^r — i-^^ '" SinTT— i • 

(47) a„ = aJ 2 , 1 1 ^- 2 IcosmiT. 

smw — smw — SinTT — 

p q r 

* On en deduit les resultats suivants, en representant par i/^ le son 
correspondant a 4^ ouvertures. 

Premier cas (6® colonne). — On ne met qu'une ouvertureaux points 
communs k deux et a irois series. Les valeurs de a^a sont : 

Premitre circonference. Rapport des distances 4 • 5 : 6. 

fat, fatf uti, fch, laiy uU, ml^^j fa^, 

Deuxibme circonference. Rapport 5:6:8, 

— ccif — 3aj, — (Xif — 3*4, -f- 4of»> "+"3af> — x^, -+- 5ag, "~* flft> — 3aio>»-'; 
M/,, ulif solu utif miij soli, sfii, ut^, ri^, mi^,.,.. 

Troisitme circonference. Rapport 3:4:5* 

— 2ai, — 2aj, -f-aj, -f-^a*, ■+-3a», — 2ao — 2a7,...; 
/a„ /a„ uUy fa^, la^, uU, ri^^ 

Quatrihme circonference. Rapport 4*5:6. 
— flCi, — oOLtj — afj, + oLi, -f- 4^&i "^ 3a«, — a?, — 3«i, - . • ; 

M/), {//a, 50/3, tt/4, mi^, 50/4, 51^49 M/s, .... 
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On voit que c*est en employant deux series simultanees qui ont uu 
diviseur commun qu'on obtient le plus grand nombre d'harnioniques 
renforces, puisque {'amplitude des harmoniques pairs est multipliee 
par 3, en general, sauf ceux dont les rangs correspondent aux distances 
choisies pour les series. 

Deuxijsme CAS. — On met une ouverture au point de rencontre des 
trois series, et aucune a celui de deux series. 

Premiere circonfirence. Rapport 4^5:6. 

— 4aj. H-Sas, -4-aa„, -- 4aM — 4aio» 
f(h. la^, litt, fui, la,. 

Deuxi^me circonfirence. Rapport 5:6:8. 

-4^»» 4^o -+-55fi. -+-2a,, t 4a«. - 4^i«- 

tttj, uti, mi,, soli, lit,, mi,. 

Quatridme circonfirence. Rapport 4 '. 5 : 6 (comme la premiere). 

- ■4^»» -+-5aj, -f- 2a,, -- 4^»» — 4aip. 
tt/3, /n/4, sol,, uii, mii. 

Troisieme CAS. — On supprime toutes les ouvertures communes. 

Premiere circonfirence. Rapport 4-5:6. 

-- a,, — oocj, — a^f — a,, -h 4^ft» "+" ^«» — *»» — San, 
yh,, fa,, ui,, /«3, /a,, ui„ mi^,. fa,. 

Deuxi^me circonfirence. Rapport 5:6:8. 
-a,, -Sa,, —as, — Sa^, -f-4a*f -^- as, ~ a,, -h 3a», — «», — 5a,o, 

M^. M/„ 50/„ l//a, /n/3, SOUy Si^i, Ut„ r^„ m/4. 

Troisieme circonfirence. Rapport 3:4*5. 

— 3aiy — 3a2y -hoc,, H- 2a», — 3a«y — 3a7f — 3flt»,..., 

/«7. y«3. /a4, ^4, Uti, mi\, fUi. 

Quatridme circonfirence. Rapport 4-5:6. 

— aci, — ocXiy — oCsy — a,, H-4ocs> *+" flK«, — oci, — 5 a*, 
££/„ uti, soliy ul,, mi,y sol,, si^„ Kt^. 

Annalei seien(ifiques de Vtcole Normale superieure. Tomo VII. 46 
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Ges resultats soDt resumes dans le tableau suivant 





i" CIRCONF. 

4:5:6 

X» io 32 


2* aRCONF. 

5:6:8 

48 3<> 3u 

iitj, u/j, miy solj, lit,, mi. 


3* CIRCONF. 

3:4:5 

48 G4 8o 


4" CIRCONF. 

4:5:6 

48 6o 7» 


1" Disposition. 


fa„la^,ut„fa, 


A 

la. 


Ul, 

ut„ mi„ sol,, ut^ 


2* Disposition. 


A 

1"^ 


mi, 

ut, 
iH„ «/„ /m„ «/„ mi, 


fa, 
la. 




3*" Disposition. 


1 


A 


ut,, mi„ ut^, mi^ 



Le son ut^ correspond au son produit par les quarante-huit ouver- 
tures si elles etaient seules. La premiere note est le son fondamental; 
celles de dessous indiquentles harnioniques renforces. On voit encore 
ici qu'en ne prenant que les dispositions adoptees par Opelt, et qui 
pourraient etre considerablement varices, surtout en choisissant des 
rapports plus compliques, on obtient deja des resultats assez nom- 
breux pour que la verification experimentale puisse servir de criterium 
a cette theorie. 

Conc/f/sions. 



Je vais tacher de resumer, en terminant, les principaux resultats 
theoriques obtenus dans les diverses parties de ce travail. 

1^ Quand un son est produit par une suite d'ebranlements isoles et 
equidistants, et que dans chacun d'eux le mouvement vibratoire n'a 
lieu que dans un seul sens, Tamplitude des harmoniques ne pent jamais 
depasser celle du son fondamental, et ne pent lui devenir egale que si 
I'intervalle des ebranlements est inBniment grand par rapport a leur 
duree. Si les Ebranlements ne sont plus Equidistants, ou si chacun d'eux 
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est form6 de deux parlies pendant lesquelles les mouvements vlbra- 
toires sont de sens coalraires, il D'en est plus de meine. Si, en parli- 
culier, cliaque ebranlemenl est forme de deux parties de memc duree. 
pendant lesquelles les mouvements sont de sens ccmtraires, et qu'ils 
Hoient infiniment eloignes, I'amplitude de I'liarmoiiique de rang m de- 
vieni ^gale a /n fois celle du son rondamental. 

2" Un son etanl produit par on mouvement periodique quelconque, 
on peut toujours separer rimpulsion communiquee a fair en deux par- 
ties; d'aborden un deplacement reel, se propageantplusou moins loin, 
puis un mouvement vibratoire forme de deux periodes pendant les- 
quelles les mouvements vibratoires sont de sens contraires, les conden- 
sations et dilatations lotales etant egales, ces deux periodes pouvant 
du reste avoir des durees inegales. 

3" Le son se rapprocbe, en general, autant que possible d'un son 
pendulaire, c'esl-a-dire que le rapport de I'amplitude du deuxieme 
harmonique a eelle du son fondamental est minimum quand ces deux 
periodes dans lesquelles on peut diviser le mouvement vibratoire onl 
des durees egales. Si Ton prend, pourproduire leson, une sircne munie 
d'ouvertures d'une forme quelconque, et que I'on fasse simplemenl va- 
ricr la distance des ouvertures, il arrive que, dans quelques cas, cbaquc 
tiarmonique devieot nul pour certaines distances, et Ton constate alors 
que cbacun devient nul un nombre de fois marque par son rang dimi- 
nue d'une unite: si aucun ne passe par zero, Tamptitude de chacun 
d'eux passe par un certain nombre de minima marque par son rang 
diminue d'une unite, 

4° Dans la sirie de Fourier, les coefficients des divers termes elanl 
c-,, «j, Ka,..., «„, si I'intervalle qui separe les ebranlements devient 
p fois moiodre, les coeiRcieols relatil's a la nouvelle serie seront 



5" Par la theorie de Obm, on peul expliquer tons les fails observes 
par Seebeck, relalifs a la production de sons par des ebranlements qui 
ne sont plus equidistants. II serail necessaire de reprendre complete- 
mnet les experiences de Seebeck, en etudiant, avec des resonnateurs, 
les sons oblenus. Les r^sultats qu'on deduit de la serie de Fourier sonl 
plus complels que ceux qu'avait obsen'es Seebeck. 

46. 



(j° La theorie de Ohm, sur I'interpretalion ile la serie de Foumer. 
rend coiupte de I'expericnce qu'a realisee Savarl, en enlevanl succes- 
sivement les dents d'une roue jusqu'a ce qu'il n'en restat plus que deux, 
et dans laquelle il a constate que t'on conlinuait a entendre le memc 
son, quel que fiit le nombre des dents; on reconnait qu'il se produit, 
en meme temps, d'autres sons dont I'intensite depend du nombre des 
dents laissees sur la roue, et dont I'existence n'avait pas ete signalee. 

7" Si Ton prend une sirene et que I'on perce, sur des drconferences 
voisines, plusleurs rangees d'ouvertures, a des distances variables, 
comme I'onl fait MM. Dove et Helmhollz, on pent obteuir des accords 
doubles et triples. On entend facilement les sons de combinaisons sous- 
Iractifs et additifs, ces derniers plus facilement (*). Si Ton supprime une 
des ouverturcs situees sur le rnemc rayon, d'autres sons prennent nais- 
sance, qui rentrenl dans les sons de combinaisons soil de premier ©rdre, 
soit d'ordres superieurs. En supprimant aiiisi, soit partiellement, soil 
en totalite, les ouverlures qui se correspondent sur les circonferences 
concenlriques, on oblient, par la theorie, des resultats tres-varies re- 
lativement aux sons qui doivent se produire; certains sons, dus aux 
series primitives au contraire, sontaiTaiblis ou annules. 

Les memes resultals sont obtenus avec la sirfene d'Opelt, dans laquelle 
les diverses series d'ouvertures sont situees sur la meme circonference, 
au lieu d'etre placees sur des circonferences voisines, ce qui revient a 
pen pres au meme, quant aux sons accessoires produits. Enfin, eii ad- 
rnettant que, dans la 3iri3ne de Doveet de Helmboltz {"), lorsque deux 
ou trois ouverturcs sont ouvertes a la fois, I'ebranlement n'est pas le 
double ou le triple de ce qu'il serait si elles etaient ouvertes separe- 
iiient, on arrive ainsi a celte conclusion que, dans la plupart des cas, 
les sons de combinaison si energiques que Ton entend peuvent elre 
attribues k la meme cause que celle qui les produit daus la sirene 
d'Opelt, c'est-a-dire a ce que, au moment de la coincidence, I'ebranle- 



(*) II esL Sgalement 



de supprimer un ccrluin nombre d'ouvorlures du jilaleau 



(••) Dans la sirtne deM- HelmholU, les ouverlures filanl Lrts-graiides relalivemenl i leur 
distance, il y a plueieura ouverturos ouverled, in6me quand la coincidence n'exiete pas, ce 
()ui diminue I'effet indiqu6. 
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ment total n'est pas egal a la somme des ebranlements partiels, ot cela 
uniquement a cause de la disposition des appareils employes; c'est, en 
efTet, en prenant deux tuyaux sonores, months sur la meme soufflerie, 
que Ton produit le plus energiquement les sons de combinaison. 

Ces resullats ne pourront toutefois etre completement admis que 
quand ils auront regu la sanction de Texp^rience, ce qui exige des ap- 
pareils nombreux et convenablement disposes pour Tetude des sons 
produits; ce qu'il faut surtout cbercher a realiser, e'est une sirene 
ayant un mouvement de rotation parfaitement regulier, et produisant 
des sons purs et intenses; on pourrait employer utilement, dans ce but, 
les nouveaux regulateurs imagines par Foucault pour obtenir des mou- 
vements de rotation parfaitement reguliers et continus. Je me propose 
d'entreprendre cette elude experimentale, complement du present tra- 
vail, quand les circonstances m'auront permis de me procurer les ap- 
pareils necessaires pour pouvoir la faire dans de bonnes conditions 
d'exactitude et de precision. 



FIN DU TOME SEPTIEME ET DE LA i" S6R1E. 
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